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ВВЕДЕНИЕ

Понятия о внутренних силовых факторах (напряжениях и внутренних усилиях в сечениях) являются одними из основных в начальной стадии изучения курса «Сопротивление материалов». Эти факторы характеризуют силовой “отклик” деформируемого тела на действие внешних нагрузок и используются в дальнейшем при проектировании надёжных сооружений.

В данных методических указаниях основное внимание уделено определению внутренних усилий в поперечных сечениях стержней, наиболее распространённых в строительной практике элементов различных сооружений. В качестве внешних нагрузок рассмотрены только силовые воздействия, а для определения реакций в опорных связях достаточно воспользоваться уравнениями статики.

Методические указания предназначены для использования при выполнении индивидуальных расчётных заданий по курсу «Сопротивление материалов».

1. ВНУТРЕННИЕ СИЛОВЫЕ ФАКТОРЫ В СЕЧЕНИЯХ СТЕРЖНЕЙ

1.1. Деформация тел при нагружении. Внутренние силы
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Элементы сооружений и конструкций, как правило, представляют собой тела различных размеров и формы, выполненные из твёрдых деформируемых материалов. При нагружении эти тела деформируются, то есть меняют свои первоначальные размеры и форму (рис. 1.1). Вследствие деформации первоначальные расстояния между частицами тела изменяются, и в материале появляются дополнительные силы внутреннего взаимодействия. Именно от величины и характера распределения этих дополнительных сил внутреннего взаимодействия зависит надёжность работы сооружений. Поэтому инженеру необходимо уметь определять эти силы с тем, чтобы использовать полученные сведения при проектировании сооружений.

1.2. Метод сечений. Понятие о напряжениях и усилиях в сечениях

Для определения дополнительных сил внутреннего взаимодействия служит метод сечений. Суть его заключается в следующем.

Мысленно рассечём тело, нагруженное внешними силовыми нагрузками (в число которых могут входить и реакции связей, наложенных на тело), поверхностью  С (рис. 1.1). Выделим какую–либо часть тела (например, часть  А ). и рассмотрим её равновесие (рис. 1.2). При этом будем полагать, что деформации тела малы и их можно не учитывать при составлении условий равновесия (расчет по недеформировннной схеме).
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Выделенная часть  А  находится под воздействием внешних нагрузок, а также сил внутреннего взаимодействия между частицами тела на поверхности раздела 
[image: image398.bmp] (части поверхности С, именуемой сечением тела). Для характеристики сил внутреннего взаимодействия можно поступить следующим образом.

Выделим вокруг точки  к  в сечении 
[image: image2.wmf]С

 малую площадку (А (рис. 1.3). В силу малости площадки, можно считать, что силы внутреннего взаимодействия равномерно распределены по (А и суммируются только к главному вектору 
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(1.1)
называется полным напряжением в точке  к  сечения 
[image: image5.wmf]C

. Величины напряжений характеризуют интенсивности сил внутреннего взаимодействия между частицами тела в выбранном сечении.

Так как в целом по сечению 
[image: image6.wmf]C

 силы внутреннего взаимодействия могут распределяться неравномерно, то в общем случае они представляют собой произвольное поле сил и суммируются к главному вектору 
[image: image7.wmf]R

 и главному моменту 
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 при выбранном в сечении 
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 центре приведения О (рис. 1.2). Проекции 
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на выбранные координатные оси  X, Y, Z называются внутренними усилиями в сечении 
[image: image14.wmf]C

и определяются из уравнений равновесия выделенной части тела.
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(1.2)

где 
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 – проекции  i–той  силовой нагрузки на координатные оси  X, Y, Z ; Mix , Miy , Miz  – моменты  i–той силовой нагрузки относительно осей  X, Y, Z ; r – число силовых нагрузок, приложенных к выделенной части.

1.3.Понятие о стержне. Классификация стержней.

Усилия в поперечных сечениях стержней.

Правила знаков

Под стержнем (брусом) понимают тело, один размер которого значительно больше двух других. Стержень может быть получен (см. рис. 1.4) путём перемещения плоской фигуры  А  вдоль линии  О1О2…Оn. При этом плоскость  А ( О1О2…Оn , а точки О1, О2,…,Оn – центры тяжести А1, А2,…Аn . Плоская фигура  А называется поперечным сечением, а линия О1О2…Оn – продольной осью стержня. Согласно определению, размеры поперечного сечения  b, h  должны быть значительно меньше длины продольной оси  О1О2…Оn .

[image: image327.wmf]Y


Если  А – const, а линия О1О2…Оn – прямая, то стержень называется прямым призматическим. Сечение  А  может непрерывно или ступенями изменяться вдоль продольной оси стержня, а продольная ось О1О2…Оn может иметь как прямолинейные, так и криволинейные участки.

Классификация стержней зачастую увязывается не только с их геометрией, но и  с их нагружением. В соответствии с этим прямой стержень, нагруженный вдоль продольной оси, считается  линейным. В случае, когда продольная ось стержня и нагрузки располагаются в одной плоскости, стержень считается плоским. В остальных случаях стержень считается пространственным. 

Рассмотрим пространственный стержень, нагруженный произвольной нагрузкой (рис. 1.5).
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Геометрия стержня и нагрузки заданы в системе координат X,Y,Z, которую назовём глобальной.

Рассечём стержень плоскостью С, перпендикулярной продольной оси, выделим, например, часть А (рис. 1.6) и  спроецируем глав-
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ный вектор 
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 и главный момент 
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 на оси локальной системы координат 
[image: image19.wmf],,

XYZ

, которую выбираем согласно следующим правилам: ось 
[image: image20.wmf]X

 – касательная к продольной оси стержня в рассматриваемом сечении, направленная в сторону внешней нормали к сечению; оси 
[image: image21.wmf],

ZY

 – поперечные оси, располагающиеся в плоскости рассматриваемого поперечного сечения и направленные согласно показанным в тексте кривым стрелкам. Стрелки обозначают направления поворотов осей. Например, при взгляде с положительного конца оси 
[image: image22.wmf]Z

 ось 
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 вращается  на угол 90( до совмещения с 
[image: image24.wmf]Y

 против часовой стрелки и т.д.

[image: image330.wmf]X

Проекции главного вектора и главного момента на оси локальной системы координат 
[image: image25.wmf],,
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 называются внутренними усилиями в поперечном сечении пространственного стержня. Они имеют специальные обозначения и названия: 
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 – продольная сила; 
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 – поперечные силы; 
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 – кру​тящий момент; 
[image: image29.wmf],
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 – изгибающие моменты. Плоскости изгибающих и крутящих пар перпендикулярны соответствующим проекциям главного момента 
[image: image30.wmf]M

.
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Для удобства описания правил знаков внутренних усилий будем выделять из стержня прямой участок около рассматриваемого сечения и изображать его как горизонтальный.
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Продольная сила  N  считается положительной (рис. 1.7,а)), если она направлена в сторону внешней нормали  (  к сечению и соответствует растяжению стержня. В противном случае продольная сила отрицательна и соответствует сжатию стержня.

Поперечная сила считается положительной (рис. 1.7,в)), если при взгляде с положительного конца соответствующей оси вектор поперечной силы как бы вращает выделенный прямой участок относительно его внутренней точки по часовой стрелке. Например, для определения знака 
[image: image31.wmf]Y

Q

 необходимо смотреть с положительного конца 
[image: image32.wmf]Z

.
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Изгибающий момент считается положительным (рис. 1.8), если связанная с ним деформация изгиба соответствует растяжению «нижних» (т.е. расположенных со стороны отрицательной полуоси) волокон. Например, 
[image: image33.wmf]Z
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> 0, если растянуты волокна со стороны отрицательной полуоси – 
[image: image34.wmf]Y

.
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Крутящий момент считается положительным (рис. 1.9), если при взгляде со стороны внешней нормали к сечению пара, ему соответствующая, как бы вращает выделенную часть по часовой стрелке.

Величины внутренних уси​лий в сечении определяются из уравнений равновесия выделенной части (см. рис. 1.6), записанных в локальной системе координат 

1.4. Понятие об эпюрах внутренних усилий в поперечных сечениях стержней. Общий порядок 

построения эпюр внутренних усилий

Эпюрами внутренних усилий называют графики, показывающие величины (а часто и знаки) соответствующих усилий в сечениях стержней. Эпюры строятся на продольных осях стержней как на нулевых линиях. На эпюрах продольных сил (эп. N), поперечных сил (эп. 
[image: image35.wmf]Y
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, 
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Q

) и крутящих моментов (эп. 
[image: image37.wmf]t

M

) знаки ставятся. На эпюрах изгибающих моментов (эп. 
[image: image38.wmf]Y

M

 и 
[image: image39.wmf]Z

M

) знаки, как правило, не ставятся, и ординаты (абсолютные величины изгибающих моментов в сечениях) откладываются со стороны растянутых волокон.

При построении эпюр внутренних усилий рационально придерживаться следующего порядка.

1. Выбирается глобальная система координат X,Y,Z, в которой задаётся геометрия стержня, нагрузки и определяются опорные реакции.

2. Проводится разбиение стержня на грузовые участки. Под грузовым участком будем понимать такую протяжённость стержня, на которой выражения для внутренних усилий в сечениях не меняются. На участках (при целесообразности) выбираются дополнительные локальные системы координат Xi,Yi,Zi 

(i – номер грузового участка), облегчающие составление выражений для внутренних усилий.

       3.С использованием метода сечений составляются аналитические выражения для внутренних усилий в сечениях на грузовых участках. При этом необходимо приводить расчётную схему выделенной части стержня, на которой показывать выбранную на участке систему координат и заведомо положительные внутренние усилия в текущем сечении.

       4.По найденным выражениям строятся графики – эпюры внутренних усилий в сечениях стержня.
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2. ПОСТРОЕНИЕ ЭПЮР ВНУТРЕННИХ УСИЛИЙ В ЛИНЕЙНЫХ И ПЛОСКИХ СТЕРЖНЯХ

2.1. Построение эпюры продольных сил при осевом 

растяжении–сжатии прямого стержня.

Осевым растяжением-сжатием называется деформация прямого стержня под действием внешних силовых нагрузок, направленных вдоль его продольной оси (см., например, рис. 2.1). Рассекая стержень поперечной плоскостью, выделим часть А (рис.2,2) 

Нетрудно доказать, что силы внутреннего взаимодействия в поперечном сечении, в данном случае, суммируются только к продольной силе  (. Величина продольной силы в сечении равна взятой с обратным знаком сумме проекций всех внешних сил, приложенных к отсеченной части, на ось продольную в сечении (ось 
[image: image40.wmf]X

, совпадающую с внешней нормалью к сечению).
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При построении эпюры продольных сил в прямом стержне, как правило, можно  использовать единую для всех грузовых участков систему координат X,Y,Z, совмещая ось X с продольной осью стержня. Для определения зависимости Ni (x)  (i – номер грузового участка) выбирается произвольное сечение на участке ai ( х ( bi (ai, bi - координаты начала и конца i-того участка), а далее используется метод сечений. В том случае, когда на участке отсутствует распределённая нагрузка, Ni(х) = Ni = const. В некоторых случаях удобно на каждом грузовом участке i использовать локальную систему координат Xi, Yi, Zi, в которой определяются зависимости Ni(xi).
2.1.1. Примеры расчета.

ПРИМЕР 1
Требуется построить эпюру продольных сил для бруса,  изображенного на рис.2.3,а.

Решение.

1. При заданном расположении сосредоточенных сил брус имеет 3 грузовых участка (рис. 2.3,а). Границами грузовых участков здесь являются точки приложения сосредоточенных сил.
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Рис.2.3

2. В пределах каждого участка рассмотрим сечение на расстоянии 
[image: image41.wmf]i

x

от начала грузового участка (рис.2.3,а), т.е. используем локальные системы координат (i– номер грузового участка).

3. Отбросим нижнюю от сечения часть, тем самым исключив необходимость вычисления реакции опоры. Действие отброшенной части заменим положительной (т.е. растягивающей) продольной силой Ni(хi), (рис.2.3,в,г,д).

4. На каждом грузовом участке составим уравнение равновесия рассматриваемой части бруса, из которого определим  продольные силы Ni(хi).

1-й грузовой участок  (рис.2.3,в): 
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2-й грузовой участок (рис.2.3,г): 
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3-й  грузовой участок (рис.2.3,д): 
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По вычисленным значениям строим эпюру N, откладывая значения N перпендикулярно к продольной оси бруса (рис.2.3,б). Из эпюры видно, что в местах приложения сосредоточенных сил, действующих по продольной оси, имеются разрывы эпюр (скачки), равные этим силам.

ПРИМЕР 2

Требуется построить эпюру N для бруса, изображенного на рис. 2.4,а.

РЕШЕНИЕ.
1. Выделим грузовые участки стержня 1, 2, 3.

2. В пределах каждого грузового участка рассматриваем сечения на расстоянии хi от начала участка, т.е. используем локальные системы координат.

[image: image349.wmf]Y

[image: image350.wmf]t

M

[image: image351.wmf]Y


[image: image54]
Рис.2.4

3. В целях сокращения объема работы в данном примере не будем отбрасывать отсеченную часть, а используя приведенное в п.2.1 рабочее правило, записываем функции продольных сил Ni(хi) на участках. При этом рассматриваем свободную от опоры часть бруса.

· Примечание: Распределенная по длине внешняя нагрузка показана на рисунке симметрично с двух сторон стержня на грузовых участках 2 и 3, причем суммарная интенсивность распределенной нагрузки равна qn.

1-й грузовой участок.      0
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 (продольная сила на участке постоянна).

2-й грузовой участок.      0
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При   
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3-й грузовой участок.      0
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При   
[image: image66.wmf]3

0,(0)30

3

x 

м      N kH;

==-


При   
[image: image67.wmf]3

2,(2)50

3

x 

м      N kH;

==-


По вычисленным  значениям строим эпюру N (рис.2.4,б).
Анализ построенных эпюр N в примерах 1 и 2 позволяет выделить следующие её особенности:

- в месте приложения сосредоточенной силы F, на эпюре N имеется разрыв (скачок), равный этой силе;
[image: image68.wmf]
- на грузовых участках, нагруженных равномерно распределенной продольной нагрузкой, эпюра N линейна, тангенсы углов наклона прямых равны интенсивности нагрузки qn;

- на тех грузовых участках, где отсутствует распределенная нагрузка, эпюра N постоянна.

Наличие указанных особенностей подтверждает выполнение дифференциалной зависимомсти между интенсивностью распределенной нагрузки и продольной силой.
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ПРИМЕР 3

Требуется: для стержня, изображенного на рис. 2.5,а, построить эпюры продольных сил без учета и с учетом собственного веса бруса при  А=22,2
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=25 кН/м3.

РЕШЕНИЕ


1. Разбиваем стержень на грузовые участки 1, 2, 3.

2. В этом примере эпюру N будем строить, определяя значения продольных сил в заданных сечениях, учитывая линейность N в пределах грузового участка. Для этого выберем сечения, бесконечно близкие к началу и концу каждого грузового участка  (1-1, 2-2, 3-3, 4-4, 5-5, 6-6).

3. В указанных сечениях определим значения продольных сил, рассматривая каждый раз верхнюю часть стержня.
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Рис. 2.5

Расчет без учета собственного веса бруса.


[image: image72.wmf]11223

100

NNF 

кН

--

==-=-

..
[image: image73.wmf]3332

10014040

NFF 

кН

-

=-+=-+=


N4–4= – F3 + F2 – qn ּ1,2 = – 100 +140 – 20
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1,2 = 16 кН.
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По вычисленным значениям строим эпюру продольных сил N (рис.2.5,б).

Расчет с учетом собственного веса

Cобственный вес стержней постоянного сечения учитывается как равномерно распределенная по длине каждого грузового участка нагрузка, направленная вниз. Интенсивность этой распределенной нагрузки равна весу части стержня единичной длины на данном участке.

Для 1-го участка она равна:

qсв(1)=А
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image79.wmf]g
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Для 2-го и 3-го участков, где площадь поперечного сечения равна 2А:

qсв(2,3) =2А
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N4-4= – F3 + F2 – (qn+qсв(2,3))ּ1,2–qсв(1)
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По вычисленным значениям строим эпюру продольных сил N с учетом собственного веса (рис.2.5,в).

2.2. Построение эпюр крутящих моментов при

кручении прямого стержня

В том случае, если прямой стержень нагружен внешними сосредоточенными, или распределёнными парами сил, плоскости которых перпендикулярны его продольной оси, он испытывает деформацию кручения. Используя метод сечений, нетрудно убедиться, что силы внутреннего взаимодействия в поперечном сечении суммируются к крутящему моменту 
[image: image97.wmf]t
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, а остальные внутренние усилия тождественно равны нулю. Правило знаков для крутящего момента было принято ранее (рис. 1.9).

Ниже приводится пример построения эпюры 
[image: image98.wmf]t
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при кручении прямого стержня.

2.2.1. Примеры расчёта

ПРИМЕР 1

Требуется: для стержня, изображённого на рис.2,6, построить эпюру 
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[image: image100]РЕШЕНИЕ:

1. Отсекая стержень от опоры и составляя уравнение моментов относительно продольной оси X, получим:
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Отсюда находим опорную реакцию
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2. Рассмотрим грузовые участки 1, 2.

Участок   1
(0 ≤ x ≤ 2 м)
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Участок   2
(2 м ≤ x ≤ 3,5 м)
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3. Используя полученные значения, строим эпюру 
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 (рис. 2.7).
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2.3. Построение эпюр внутренних усилий при поперечном изгибе балок в плоскости

Балкой называют прямой стержень, работающий на изгиб, при действии поперечных (перпендикулярных продольной оси) нагрузок.

Пусть внешние поперечные силовые нагрузки и реакции опорных связей, наложенных, например, на сечения О1, Оn, располагаются в плоскости  X Y (рис. 2.8)

Воспользуемся мето[image: image358.wmf]O

дом сечений и выделим часть А (рис.2..9.). Оси 
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, 
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, относящиеся к рассматриваемому поперечному сечению, выбираем таким образом, чтобы плоскости X Y  и 
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 совпадали.
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Из уравнений равновесия выделенной части балки следует, что усилия 
[image: image115.wmf]0

t

ZY

NQMM

===º


Таким образом, в данном случае из шести внутренних усилий в сечениях лишь два, 
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, 
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, не равны тождественно нулю. На рисунке 2.9. положительные вектор 
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 и изгибающая пара 
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 показаны с соблюдением введенных ранее правил знаков. В практических расчетах обычно опускаются индексы и вводятся обозначения: 


[image: image120.wmf]Z

QQ
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 – поперечная сила в сечении балки;


[image: image121.wmf]Z

MM

=

 – изгибающий момент в сечении балки.

При определении функциональных зависимостей для внутренних усилий в сечениях на грузовых участках можно использовать как единую глобальную систему координат  X,Y,Z, совмещая ось  X  с продольной осью балки, так и локальные системы координат Xi, Yi, Zi , причём отсчёт координаты Xi вести от начала грузового участка i.
Составляя и анализируя уравнения равновесия выделенной части балки, можно сформулировать следующие  рабочие правила  для определения внутренних усилий:

1) поперечная сила  Q  в сечении численно равна алгебраической сумме проекций внешних сил, приложенных к отсечённой части балки, на поперечную ось 
[image: image122.wmf]Y

;

2) изгибающий момент  М  в сечении численно равен алгебраической сумме моментов внешних сил, приложенных к отсечённой части балки, относительно центра тяжести сечения 
[image: image123.wmf]O

. 

При этом проекции и моменты внешних силовых нагрузок, противоположные по направлению заведомо положительным 
[image: image124.wmf],
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QM

 (рис. 2.9), входят в соответствующие выражения для внутренних усилий со знаком «+».

2.3.1. Примеры расчета

ПРИМЕР 1

Для балки, изображенной на рис.2.11 а, требуется построить эпюры М и Q.

РЕШЕНИЕ

В данном примере задачу можно решить без определения реакций опор, так как балка закреплена только одним концом, а другой свободен. Для построения эпюр воспользуемся описанным выше алгоритмом:

1. В балке выделяем грузовые участки 1, 2, 3, в пределах которых функции Мi(х), Qi(х) не меняются.
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Рис.2.11

2. В пределах грузовых участков проводим сечения на

расстоянии 
[image: image126.wmf]i

x

 от начала каждого участка. При этом рассматриваем правую, свободную от опоры, часть балки, а левую отбрасываем.

3. Заменяя действие отброшенной части неизвестными положительными поперечной силой Qi(xi) и изгибающим моментом Мi(xi) и рассматривая равновесие выделенной части балки, находим выражения внутренних усилий на участках.

1-й грузовой участок (рис.2.12),
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                    Рис. 2.12

Составим уравнения равновесия для 1-го участка.
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Так как Q1(x1)– линейная функция, то для построения эпюры Q на этом участке достаточно рассмотреть два сечения:
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По этим результатам строим эпюру Q и видим (рис.2.11 д), что на этом участке эпюра поперечных сил имеет нулевую ординату. Значит, из-за наличия дифференциальной зависимости между М и Q (
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) эпюра изгибающих моментов на этом участке будет иметь экстремум. 

Приравнивая Q1(х1) к нулю при 
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Запишем уравнение для изгибающих моментов:
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Функция 
[image: image142.wmf]11
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 – квадратичная, поэтому для построения графика этой функции на данном участке (эп. М), находим не менее трех значений изгибающего момента:
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По найденным значениям Q и M строим их эпюры на первом участке. Изгибающие моменты откладываем со стороны растянутых волокон, т.е. "плюс" – вниз (растягиваются нижние волокна), "минус" – вверх (растягиваются верхние волокна), (рис.2.11 б, в).

При построении эпюр М и Q и их проверке используем дифференциальные зависимости Д.И. Журавского между М, Q и q:
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Аналогично построим эпюры на 2-м и 3-м грузовых участках:

2-й участок,      
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Рис.2.13
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2 + F = 0; 
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Эпюра Q постоянна  по длине данного участка.
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(x2+2) = 0;
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Изгибающий момент на данном участке изменяется по линейному закону, поэтому для построения эп. М достаточно двух ординат:
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3-й участок
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Рассматривая 3-й участок также вырежем правую часть балки. Начало локальной системы координат поместим в начале 3-го участка.
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                                     Рис. 2.14
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2 + F=0;  
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Эпюра Q постоянна по длине участка.
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(x3+3,5)=0;
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 (знак "минус" означает, что растягиваются верхние волокна);


[image: image175.wmf]3

1

x 

м,

=

 
[image: image176.wmf]3

(1)40

M 

кНм.

=-×


Эпюры М и Q, построенные по результатам расчётов, показаны на рис.2.11 б, в.

ПРИМЕР 2

Для балки, изображенной на рис.2.15 а, построить эпюры М и Q.

РЕШЕНИЕ

1.Определяем реакции опор.
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2.Строим эпюры М и Q.

В отличие от предыдущего примера эпюры М и Q будем строить без нахождения функций М(х) и Q(х) на участках, определяя значения усилий в конкретных сечениях.

Сечения выбираем бесконечно близкие к началу и к концу каждого грузового участка. Дополнительное сечение выбираем посередине 1-го участка, где имеется равномерно распределенная нагрузка q (рис.2.15 а).
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Вычислим значения М и Q в выбранных сечениях. При определении М и Q в сечениях 1-1, 2-2, 3-3 будем рассматривать левую отсеченную часть, а для сечений 4-4, 5-5, 6-6, 7-7 – 
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правую часть.
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По полученным результатам строим эпюры М и Q (рис. 2.15 б, в).

Из эпюры Q видно, что экстремальное значение изгибающего момента на 1-й грузовом участке совпадает с изгибающим моментом в сечении 2-2, т.к. в этом сечении поперечная сила равна нулю.

При анализе правильности эпюр построенных в примерах 1 и 2 замечаем:

- на эпюре М имеется скачок там, где приложен внешний сосредоточенный момент 
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- на эпюре Q имеются скачки в сечениях, где к балке приложены внешние сосредоточенные силы (в том числе опорные реакции), равные этим силам;

- на участках, где отсутствует распределенная нагрузка q, эпюра изгибающих моментов линейна.

- на участке, где имеется равномерно распределенная нагрузка, изгибающие моменты меняются по закону квадратной параболы, а эпюра Q –  линейна.

2.4 Построение эпюр внутренних усилий в плоских стержнях с ломаной осью и при наличии криволинейных участков

Будем полагать, что стержень не является прямым, а его продольная ось располагается в плоскости Х,Y глобальной системы координат. В той же плоскости располагаются оси Хi, Yi локальных систем координат, относящиеся к отдельным участкам стержня, а также оси 
[image: image201.wmf],

XY

, относящиеся к любому поперечному сечению.

В случае рассмотрения равновесия произвольного плоского стержня тождество 
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 не выполняется, и из (1.2) следует, что силы внутреннего взаимодействия в сечении стержня суммируются к трем внутренним усилиям - изгибающему моменту М
[image: image203.wmf]Z

, поперечной силе Q
[image: image204.wmf]У

 и продольной силе N. В дальнейшем при рассмотрении плоского стержня индексы в обозначениях внутренних усилий опускаем.

Эпюры М, Q, N строятся по общим правилам, с использованием метода сечений. При выявлении зависимостей для усилий на грузовых участках можно использовать как глобальную, так и локальные системы координат. В частности, «нижние», т.е. расположенные со стороны соответствующей отрицательной полуоси Yi (или 
[image: image205.wmf]Y

), волокна определяются в каждом сечении выбором локальных систем координат Хi, Yi, Zi для участков (или
[image: image206.wmf]X

,
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,
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– для отдельных сечений) по ранее описанной методике. Общий порядок построения эпюр М, Q, N описан в параграфе 1.4.

2.4.1 Примеры расчета.

ПРИМЕР 1

Для ломаного консольного стержня, изображенного на рис. 2.16 требуется построить эпюры   M, Q, N.
РЕШЕНИЕ.

1.Опорные реакции в защемлении можно не определять, т.к. есть возможность при определении внутренних усилий всех сечениях рассматривать часть стержня со стороны свободного края консоли

2. Для построения эпюр выбираем сечения в начале и в конце каждого грузового участка, а там, где имеется распределенная нагрузка, дополнительно рассматриваем средние сечения участков.

3. В выбранных сечениях 1-1, 2-2,…..,9-9, , определяем внутренние усилия, используя приведенные ранее рабочие правила и рассматривая каждый раз свободную часть консоли.

. Продольные силы:

N1-1=N2-2=0; 
N3-3 = N4-4 = N5-5= –30 кН;

N6-6= N7-7 = –q∙2 = –20 кН;

N8-8 = N9-9 = –q∙2 = –20 кН.

Поперечные силы:

Q1-1=Q2-2=0;
 Q3-3 = 0;

Q5-5 = q∙2 = 20 кН;  Q6-6 = Q7-7 = –q∙2 = –20 кН;

Q8-8 = Q9-9 = –F1+F2 = –30+40 = 10 кН.


[image: image209]
Рис. 2.16.
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г)  Проверка равновесия узла С
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Рис. 2.17.

Изгибающие моменты:

М1-1= М2-2 = 12 кН∙м  (растягиваются нижние волокна);

М3-3 = М=12 кН∙м  (растягиваются правые волокна); 

М4-4 =М+q∙1∙0,5 = 17 кН∙м  (растягиваются правые волокна);

М5-5 = М+ q∙2∙1 =12 + 20 = 32 кН∙м (растягиваются правые вол.).

М6-6 = –М–q∙2∙1=–12–20 = –32 кН∙м (растягив. верхние волокна);

М7-7 = –М–q∙2∙1+F1∙0,5= –12–20+30∙0,5= –17 кН∙м (растягиваются верхние волокна);

М8-8 = М5-5 = –17 кН∙м (растягиваются верхние волокна);

М9-9 = –М–F2∙1,5–q∙2∙1+F1∙2 = ‑12–40∙1,5–10∙2∙1+30∙2= –32 кН∙м (растягиваются верхние волокна).

По полученным результатам строим эпюры M, Q, и N (рис. 2.17 а,б,в).

Проверки правильности построения эпюр методом вырезания узлов представлены на рис.2.16,б и 2.17,г.

ПРИМЕР 2

Построить эпюры M, Q и N для стержня с ломаной в плоскости осью (рис. 2. 18).

РЕШЕНИЕ

1. Вычислим необходимые для решения задачи геометрические характеристики:
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sinα = 3/5 = 0,6;   cosα = 4/5 = 0,8;  tgα = 3/4 = 0,75.

2. Определяем опорные реакции.

∑Х = 0;  q1∙3 – HB – F2 = 0;

HB = q1∙3 – F2 = 8∙3 – 16 = 8 кН.

∑МВ=0;  –VA∙8 – q1∙3∙1,5 – M1 + M2 + F2∙3 F3∙2+q2∙2∙1+F1∙6=0;

VA∙8 – 8∙3∙1,5 – 40 +80 + 16∙3 + 24∙2+20∙2∙1+20∙6=0;
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∑МА=0;  VB∙8 – q1∙3∙1,5 – M1 + M2 + F2∙3 -F3∙6-q2∙2∙7-F1∙2=0;


       VB∙8 – 8∙3∙1,5 – 40 +80 + 16∙3 - 24∙6-20∙2∙7-20∙2=0;
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Проверка: ∑Y=0;     VA+VB –F3 –q2∙2–F1=32,5+51,5-24-20∙2-20=0.

3. Пронумеруем грузовые участки – 1-6 (рис.2.18).

4. В пределах каждого грузового участка проводим сечения и положения этих сечений фиксируем координатой “xi” от начала данного грузового участка
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Рис.2.18

5. Используя сформулированные ранее рабочие правила и принятые правила знаков, записываем выражения для внутренних усилий – М, Q и N.

   1-й грузовой участок: 0 ≤x1≤2 (рассматриваем правую отсеченную часть).

N1=0; Q1=F1=20 кН;

M1(x1)= –F∙x1= –20∙x1 (функция линейная, эпюру М на данном участке строим по двум сечениям):

 x1=0,     М1(0)=0;

 x1=2м,   М1(2)=–40 кН∙м (растягиваются верхние волокна).

2-й грузовой участок: 0≤x2≤3м (рассматриваем нижнюю отсеченную часть).

N2= –VA+F1= –32,5+20= –12,5 кН;

Q2(x2)= –q1∙x2= –8∙x2 (функция Q линейная, ее график будем строить по двум точкам).

x2=0,   

Q2(0)=0,

x2=3м, 

Q2(3)= –8∙3= –24кН.

М2(x) = F1∙2 – q1∙x2∙x2/2 = 20∙2 – 8∙x22/2 (квадратичная функция).

x2=0,
М2(0)=40 кН∙м (растянуты правые волокна);

x2=1,5м, 
М2(1,5)=31 кН∙м (растянуты. правые волокна);

x2=3м,
М2(3)= 4 кН∙м (растянуты правые волокна).

3-й грузовой участок:0 ≤x3≤2 м   (рассматриваем левую отсеченную часть).

N3 = –q1∙3 = –8∙3 =–24 кН;   Q3 = VA–F1 = 32,5 –20 = 12,5 кН.

М3(х3) = F1∙(2-x3) + VA∙x3 – q1∙3∙1,5 + M1 =

= 20∙(2-x3) + 32,5∙x3 – 8∙3∙1,5 + 40 =

= 20∙(2-x3) + 32,5∙x3 + 4;
(функция линейная). 

x3 = 0, М3(0) = 44 кН∙м, (растягиваются нижние волокна);

x3 = 2, М3(2) = 69 кН∙м, (растягиваются нижние волокна).

4-й грузовой участок:    0 ≤x4≤2 м.  (Далее рассматриваем правую отсеченную часть).

N4 = –F2 – HB = -16-8 = –24 кН;

Q4 = –VB + F3 + q2∙2 = –51,5 + 24 + 20∙2 = 12,5 кН;

М4(х4) = VB∙(4+x4) – F3∙(2+x4) – q2∙2∙(3+x4) – HB∙3 = 

= 51,5∙(4+x4) – 24∙(2+x4) – 20∙2∙(3+x4) – 8∙3;  (ф–я линейна).

x4=0, М4(0)=51,5∙(4+0) – 24∙(2+0) – 20∙2∙(3+0) – 24 = 14 кН∙м;

(растягиваются нижние волокна).

x4=2м, М4(2)=51,5∙(4+2) –24∙(2+2) – 20∙2∙(3+2) – 24 = –11 кН∙м;

(растягиваются верхние волокна).

5-й грузовой участок:
0 ≤x5≤2,
y5=x5∙tgα.

N5 = –VB sinα – HB cosα + F3 sinα +  q2∙2∙sinα =

= –51,5∙0,6 – 8∙0,8 + 24∙0,6 + 20∙2∙0,6 = 1,1 кН.

Q5 = –VBcosα – HBsinα + F3cosα + q2∙2∙cosα =

= –51,5∙0,8 – 8∙0,6 + 24∙0,8 + 20∙2∙0,8 = 14,8 кН.

M5(х5,у5) = VB∙(2+x5) – HB∙(1,5+y5) – F3∙x5 – q2∙2∙(1+x5) =

= 51,5∙(2+x5) – 8∙(1,5+y5) – 24∙x5 – 20∙2∙(1+x5);(ф–я линейна):

x5=0, y5=0,    М5(0,0)=51,5∙2 – 8∙1,5 – 24∙0 – 20∙2∙1= 51 кН∙м.

x5 = 2м,  y5 = 2∙0,75 = 1,5 м,
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Рис.2.22

М5(2;1,5) = 51,5∙(2+2) – 8∙(1,5+1,5) – 24∙2 – 20∙2∙(1+2)=

=14 кН∙м (растягиваются нижние волокна).

6-й грузовой участок:  0 ≤x6≤2,
y6=x6∙tgα.

N6(х6) = –VBsinα – HBcosα + q2∙x6∙sinα =

=–51,5∙0,6 – 8∙0,8 + 20∙x6∙0,6 = –37,3 + 12x6;       (ф–я линейна):

x6=0,
N6(0)= –37,3 кН;
x6=2м,   N6(2)= –13,3 кН.

Q6(х6) = –VBcosα + HBsinα + q2∙x6∙cosα =

= –51,5∙0,8 + 8∙0,6 + 20∙x6∙0,8 = -36,4 + 16x6;       (ф–я линейна):

x6=0,
Q6(0)= –36,4 кН;
x6=2м,   Q6(2)= –4,4 кН.

M6(х6,у6) = VB∙x6 – HB∙y6 – q∙x62/2= 51,5∙x6 – 8∙y6 –20∙x62/2;

(функция нелинейная, график будем строить по трем точкам):

x6=0, y6=0, М6(0,0)=0;  


x6=1 м,  y6=0,75м,  М6(1; 0,75)=35,5 кН∙м;

x6 = 2 м,  y6 = 2∙0,75 = 1,5 м,  М6(2; 1,5)=51 кН∙м
(растягиваются нижние волокна).

По полученным данным строим эпюры М, Q и N (см. рис. 2.22).

6. Проверка правильности построенных эпюр внутренних

 усилий методом вырезания узлов.
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[image: image219]
ПРИМЕР 3

[image: image382.wmf]×

Построить эпюры внутренних силовых факторов для плоского ломаного стержня с криволинейными участками (рис.2.23).
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Рис. 2.23
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1. Уравнение квадратной параболы в выбранных осях X, Y.
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РЕШЕНИЕ

2. Определяем реакции опор.

∑Х=0;  HA – F1 = 0;
HA = F1 = 25 кН.

∑МА=0;  –q∙3∙1,5 – F2∙3 +M +VB∙6 + F1∙4 = 0;


[image: image223.wmf]21
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=37,5/6 = 6,25 кН.

Для получения уравнения равновесия с одной неизвестной составляем уравнение суммы моментов относительно точки “C”, где пересекаются линии действия опорных реакций  VB и НА.

∑МС=0;  F1∙4 + F2∙3 + q∙3∙4,5 + M – VA∙6 = 0;


[image: image224.wmf]21
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 = 412,5/6 = 68,75 кН.

Проверка:

∑Y=0; VA + VB – q∙3 – F2 = 68,75 + 6,25 – 15∙3 – 30 =

= 75 – 75 = 0.

3. Производим нумерацию грузовых участков: 1, 2, 3.

4. Выбираем характерные сечения. На прямолинейном участке 1 выбираем два сечения 1-1 и 2-2 (начало и конец грузового участка). На криволинейных участках 2 и 3 необходимо наметить не менее 3-х сечений, т.к. там эпюры внутренних усилий при любой нагрузке нелинейны. В нашем примере проведем сечения через 1м. горизонтальной проекции криволинейного участка. (см. рис. 2.23).

5. На прямолинейном участке 1 внутренние усилия определяем из условий равновесия рассматриваемой части.

N1-1 = N2-2 = – VA = –68,75 кН.

 Q1-1 = Q2-2 = –HA = –25 кН. 

М1-1 = 0; М2-2 = – НА∙4 = –25∙4 = –100 кН∙м. (“минус”, т.к.[image: image386.wmf]Х

 растягиваются левые “волокна”).

Для определения внут​ренних усилий в сечениях криволинейного участка 2, составим выражения М2(x2,y2), Q2(x2,y2), N2(x2,y2), используя введённые ранее рабочие правила (рис. 2.24).

М2(x2,y2)= – НА(4+y2) + VA∙x2 – M – q∙x22/2 = – 25(4+y2) + 68,75∙x2– –20 – 15∙x22/2;

N2(x2,y2)= – HAcosα -– VAsinα + q∙x∙sinα = – 25∙cosα – 68,74∙sinα + + 15∙x2∙sinα;

[image: image387.wmf]Z

Q2(x2,y2)= – HAsinα + VAcosα – q∙x2∙cosα = – 25∙sinα + 68,74∙cosα – – 15∙x2∙cosα;

Для вычисления M, Q, N в различных сечениях данного грузового участка, задав значение “Х”, вычислим величины “Y”, tgα, α, sinα, cosα и представим их в табл. 2.1.

В эту же таблицу запишем и значения найденных M, Q, N.

x2=0; М3-3=-25∙4+0-20-0=-120 кН∙м. (растягив. внешние вол.)

N3-3=-25∙0,6-68,75∙0,8+15∙0 = –70 кН;

Q3-3=-25∙0,8+68,75∙0,6 –15∙0=21,25 кН.

x2=1м; М4-4=-25∙(4+1,11) +68,75∙1-20-15∙12/2=-86,5 кН∙м.

N4-4=–25∙0,7466–68,75∙0,6652+15∙1∙0,6652 = –55,71 кН;

[image: image388.wmf]У


Q4-4 = – 25∙0,6652 + 68,75∙ 0,7466 –15∙1∙0,7466 =23,5 кН.

x2=2м;  М5-5=-25∙(4+1,78)+ +68,75∙2-20-15∙22/2=–57 кН∙м.
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[image: image390.wmf]N5-5=–25∙0,9121–68,75∙0,4099 + +15∙2∙0,4099 = –38,68 кН;

Q5-5= –25∙0,4099 + 68,75∙0,9121–15∙2∙0,9121 = 23,5 кН.

x2=3м; М6-6= –25∙(4+2) +68,75∙3–20–15∙32/2= –31,25 кН∙м.

N6-6= –25∙1-68,75∙0+15∙3∙0 = –25 кН;

Q6-6= –25∙0+68,75∙1 –15∙3∙1=23,75 кН. 

Аналогично вычисляем внутренние усилия в сечениях участка 3 (сечения 7–7, 8–8, 9–9, 10–10).

При составлении уравнений внутренних усилий в этих се- чениях будем рассматривать правую часть от сечения (рис.2.25).

Таблица 2.1

	Сечение
	x,
м
	y,
м
	tgα=
dy/dx
	α
град
	sinα
	cosα
	M,

кН∙
	Q,

кН
	N,

кН

	3–3
	0
	0
	1,33
	53,1
	0,8
	0,6
	–120
	21,25
	–70

	4–4
	1
	1,11
	0,89
	41,7
	0,665
	0,747
	–86,5
	23,5
	–55,7

	5–5
	2
	1,78
	0,45
	24,2
	0,41
	0,912
	–57
	25,1
	–38,7

	6–6
	3
	2,0
	0
	0
	0
	1
	–31,2
	23,75
	–25


М3(x3,y3) = VB∙x3 – F1∙y3= 6,25∙x3 – 25∙y3;

N3(x3,y3) = –VB∙sinα – F1∙cosα= -6,25∙sinα – 25∙cosα;

Q3(x3,y3) = –VB∙cosα + F1∙sinα= -6,25∙cosα + 25∙sinα;

Ординаты сечений на 3–м участке, тангенсы, синусы и косинусы углов α берем из таблицы 2.2. В эту же таблицу внесем вычисленные результаты изгибающих моментов, продольных и поперечных сил.

x3=0; 
М10-10 = 0;


N10-10 = –6,25∙0,8 – 25∙0,6 = –20 кН;


Q10-10 = -6,25∙0,6 – 25∙0,8 = –16,25 кН;

x3=1м; 
М9-9 = 6,25∙1–25∙1,11 = –21,5 кН∙м;


N9-9 = –6,25∙0,6652 – 25∙0,7466 = –22,82 кН;


Q9-9 = –6,25∙0,7466 – 25∙0,6652 = 11,96 кН;

Таблица 2.2

	Сечение
	Х,

м
	У,

м
	tgα=
dy/dx
	
[image: image225.wmf]a

,

град
	sinα
	cosα
	M,

кНм
	Q,

кН
	N,

кН

	10–10
	0
	0
	1,33
	53,1
	0,8
	0,6
	0
	–16,25
	–20

	9–9
	1
	1,11
	0,89
	41,7
	0,665
	0,747
	–21,5
	11,96
	–22,82

	8–8
	2
	1,78
	0,45
	24,2
	0,41
	0,912
	–32
	4,55
	–25,4

	7–7
	3
	2,0
	0
	0
	0
	1
	–31,25
	–6,25
	–25


x3=2м; 
М8-8 = 6,25∙2–25∙1,78 = –32 кН∙м;


N8-8 = –6,25∙0,4099 – 25∙0,9121 = –25,36 кН;


Q8-8 = –6,25∙0,9121 – 25∙0,4099 = 4,55 кН;

x3=3м; 
М7-7 = 6,25∙3–25∙2 = –31,25 кН∙м;


N7-7 = –6,25∙0 – 25∙1 = –25 кН;


Q7-7 = –6,25∙1 – 25∙0 = –6,25 кН;

По полученным результатам строим эпюры М, Q, N (см. рис. 2.26).
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Рис. 2.26

3. ПОСТРОЕНИЕ ЭПЮР ВНУТРЕННИХ УСИЛИЙ В ПРОСТРАНСТВЕННЫХ СТЕРЖНЯХ.



 EMBED Equation.2  

3.1.  О выборе глобальной и локальных систем координат

Глобальная система координат, в качестве которой удобно принимать прямоугольную декартову систему XYZ, позволяет задать положение узлов пространственного стержня, длины его участков, нагрузку и определить реакции в опорных связях из шести уравнений равновесия всего стержня. При этом число опорных связей также должно равняться шести и они должны быть расставлены рационально (т.е. система статически определимая и геометрически неизменяемая). Примеры таких систем приведены на рис. 3.1., 3.2.,

В том случае, если все шесть опорных связей наложены на одно сечение (рис. 3.2), стержень является пространственно защемленной консолью.

Локальные системы координат следует относить к отдельным (чаще всего – прямым) участкам стержней.


[image: image229]
В этом случае на i-том участке, определяемом узлами m, n 

[image: image391.bmp](рис.3.3), начало координат обычно совмещается с узлом с меньшим номером m и ось Xi направлена к узлу с большим номером n. Остальные оси выбираются по правилу  Xi Yi Zi. [image: image392.bmp]Зависимости для внутренних усилий на участке  i  (Ni(xi), Q
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(xi)) определяются в локальной системе координат как функции с переменной  xi. При этом для индексации усилий и определении их знаков используются оси 
[image: image235.wmf]X

,
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,
[image: image237.wmf]Z

, относящиеся к рассматриваемому сечению (см. рис.1.6 – 1.9). 

В тех случаях, когда это удобнее, зависимости для внутренних усилий можно находить как функции глобальных координат сечений (Ni (x,y,z), Q
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3.2. Построение эпюр внутренних усилий в пространственном ломаном стержне с ортогонально ориентированными участками.

ПРИМЕР 1

Для ломаного бруса, изображенного на рис.3.4,а, построить эпюры внутренних усилий.

РЕШЕНИЕ.

При составлении выражений для  внутренних усилий введем локальные
[image: image243.wmf] системы координат (Хi, Yi, Zi) на грузовых участках, а для обозначений внутренних усилий используем локальные оси 
[image: image244.wmf],
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 (см. рис.1.6–1.9).
1-й участок,        0
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На грузовом участке 1 крутящий момент отсутствует, т.к. в рассматриваемой части бруса (справа от сечения) единственная сила F1 пересекает продольную ось бруса ось Х1. (рис.3.5,а). МХ1=Мt1=0.
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Рис.3.4

Выражения для изгибающих моментов на этом участке имеют вид:
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Рис.3.5

2-й участок   0
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x

££

0,5м.

На 2-м грузовом участке (рис.3.5,б) крутящий момент тоже отсутствует, т.к. на левой отсеченной части действует только внешний момент Му= 20 кН(м, вызывающий изгиб в вертикальной плоскости (рис.3.4,в).
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На вертикальном грузовом участке 3 тоже рассматриваем верхнюю отсеченную часть (рис.3.5,в):

Изгибающие моменты - 
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(рис. 3.4,б).

Крутящий момент – М
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Эпюра крутящих моментов Мt представлена на рис.3.4,в.
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Эпюру Q см. рис.3.4,г.

ПРИМЕР 2

Для ломаного бруса, изображенного на рис.3.6,а, требуется построить эпюры внутренних усилий.

РЕШЕНИЕ.

1. Строим эпюры внутренних усилий, используя приведенную в предыдущем примере методику, (для каждого грузового участка используем локальную систему координат).
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По полученным значениям строим эпюры внутренних усилий (рис.3.6, в, г, д).

Вопросы для самопроверки.

1. В чем заключается суть метода сечений?

2. Что такое стержень?

3. Какие стержни называются линейными, плоскими и пространственными?

4. К каким внутренним усилиям в поперечном сечении приводятся проекции главного вектора и главного момента?

5 Приведите рабочее правило для определения продольной силы N в любом сечении стержня.

6. Приведите рабочее правило для определения поперечной силы Q в любом сечении стержня.

7. Приведите рабочее правило для определения изгибающего момента М в любом сечении стержня.

8. Приведите правила знаков для внутренних усилий – N, Q, Mи, Мt.

9. Покажите порядок построения эпюр внутренних усилий в стержнях с ломаной в плоскости осью.

10. Покажите порядок проверки эпюр методом вырезания узлов.

11. Какие имеются дифференциальные зависимости между изгибающим моментом, поперечной силой и интенсивностью распределенной нагрузки?

12. Какие особенности имеют эпюры внутренних усилий в местах приложения внешних сосредоточенных сил, моментов, начала или конца распределенной нагрузки?

13. Как изменяются изгибающие моменты и поперечные силы на участках стержня, где имеется равномерно распределенная нагрузка и при ее отсутствии?
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