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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Данное учебное пособие посвящено решению задач динами-

ки и является второй частью изданного в прошлом году Сборника 

индивидуальных заданий по теоретической механике (Статика). 

Оно содержит восемь индивидуальных заданий по основным те-

мам динамики. Последнее задание фактически посвящено не ди-

намике, а аналитической статике. Здесь с помощью принципа 

возможных перемещений определяются реакции двухсоставной 

конструкции. Решение этого задания, однако, как и всех других, 

требует знания динамики и умения проводить кинематический 

анализ возможных перемещений плоских механизмов. 

Чтобы облегчить процесс выполнения заданий, они предва-

ряются кратким изложением основ динамики и введением в ана-

литическую механику. Кроме того, в каждом задании подробно 

разобрана типичная задача. Поэтому, прежде чем выполнять за-

дание, следует ознакомиться с соответствующим теоретическим 

материалом и разобрать пример решения задачи. 

Освоение динамики, в отличие от статики, требует достаточ-

но высокой математической культуры. Ее основы базируются на 

математическом анализе и теории дифференциальных уравнений, 

знание которых предполагается. Кроме того, задачи динамики не 

имеют столь четкого алгоритма решения, как это было в статике. 

Однако логика решения и этих задач вполне формализуема. Ее 

следует освоить. В жизни мы постоянно сталкиваемся с нестан-

дартными задачами. От того, как мы их решаем, зависит наша 

жизнь. Умение решать такие задачи – это главное, чему надо нау-

читься в вузе. Решение задач динамики – первый шаг на этом пути. 
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Основы динамики 

1. Динамика материальной точки 

1.1. Задачи динамики. Динамика изучает движение матери-

альных тел, возникающее при их взаимодействии. Но поскольку в 

механике мерой взаимодействия тел являются силы, то динамика 

изучает движение материальных тел под действием сил. Силы в 

общем случае могут зависеть от времени, положения тел и их 

скоростей. Тело  будем моделировать системой материальных то-

чек. Если расстояние между любыми двумя точками такой систе-

мы не меняется со временем, то она моделирует твердое тело. 

Динамика решает две основные задачи. Первая задача состо-

ит в нахождении по заданному закону движения тела (или систе-

мы тел) силы, под действием которой это движение происходит. 

Вторая задача, напротив, состоит в определении закона движе-

ния тела по заданным действующим на него силам. Стоит отме-

тить, что на практике часто приходится решать смешанную зада-

чу, когда часть сил известна, а некоторые (например, силы реак-

ций) необходимо найти наряду с законом движения. 

Изучение динамики мы начнем с рассмотрения движения ма-

териальной точки. Для изучения динамики необходимо знание 

кинематики, задающей способы описания материальной точки, и 

ее кинематические характеристик: траектории, скорости, ускорения. 

1.2. Аксиомы динамики. В основе динамики точки лежат за-

коны, установленные опытным путем. Систематически их впер-

вые изложил Исаак Ньютон. Они-то и являются аксиомами дина-

мики. 

Аксиома 1 (закон инерции Галилея или первый закон 

Ньютона). Если на свободную материальную точку не действу-

ет сила, то она покоится или равномерно и прямолинейно дви-

жется. Соответствующее этому случаю движение называют 

движением по инерции. 

Система отсчета, относительно которой изолированная мате-

риальная точка (т.е. не взаимодействующая с другими точками) 

покоится или движется равномерно и прямолинейно, называется 
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инерциальной. И наоборот, система отсчета, в которой такая точка 

движется с ускорением, называется неинерциальной. Все инерци-

альные системы отсчета движутся друг относительно друга с по-

стоянной по модулю и направлению скоростью. Инерциальные 

системы отсчета являются идеализацией реально существующих. 

Для большинства технических задач в качестве инерциальной 

можно принять систему координат, жестко связанную с Землей. 

Ясно, конечно, что это идеализация. Во многих задачах (напри-

мер, космической динамики) необходимо учитывать суточное 

вращение Земли и ее движение вместе с Солнечной системой. 

Аксиома 2 (второй закон Ньютона).  Сила, действующая на 

свободную материальную точку, сообщает ей ускорение ra  , 

которое в инерциальной системе отсчета пропорционально этой 

силе и имеет одинаковое с ней направление 

Fam    или     Frm ,                             (1.1) 

где m  – коэффициент пропорциональности между силой и уско-

рением, который называется массой. 

Аксиома 3 (третий закон Ньютона). Силы, с которыми две 

материальные точки действуют друг на друга, равны по величи-

не и направлены вдоль одной прямой в противоположные стороны. 

Аксиома 4 (принцип суперпозиции действия сил). Дейст-

вие на материальную точку произвольной системы N сил 

NFF ,,1   эквивалентно действию одной силы, равной их сумме 

N

i

iFF .                                      (1.2) 

Аксиома 5 (аксиома связей). Всякое несвободное движение 

материальной точки можно рассматривать как свободное, если 

освободиться от связей и заменить их реакциями. В соответст-

вии с этим несвободное движение материальной точки, на кото-

рую наложена связь с реакцией R , описывается следующим 

уравнением Ньютона (сравни с уравнением (1.1)) 

RFrm .                                         (1.3) 

1.3. Дифференциальные уравнения (ДУ) движения мате-

риальной точки. Уравнение Ньютона (1.1) – это векторное урав-
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нение, которое в системе координат Oxyz  эквивалентно трем 

уравнениям 

xFxm  , yFym  , zFzm  ,                    (1.4) 

где zyx FFF ,,  – проекции силы, а zyx  ,,  – проекции ускорения 

точки. 

В естественной системе координат, т.е. в проекциях на каса-

тельную ось τ, ось главной нормали n  и ось бинормали b  урав-

нение (1.1) имеет вид 

Fm  ,    m
2
 /  = Fn,    bF0 .          (1.5) 

Уравнения Ньютона (1.4) (или (1.5)) позволяют решить обе 

указанные выше задачи динамики точки. Решение первой задачи 

тривиально и сводится к дифференцированию известного закона 

движения (конечно, масса точки задается). 

Вторая же, или обратная, задача требует решения уравнений 

Ньютона (1.4). Поскольку это дифференциальные уравнения вто-

рого порядка, необходимо задать начальные условия (НУ), т.е. 

координаты и проекции скорости в начальный момент времени 

0tt  

000000 )(,)(,)( ztzytyxtx , 

                   0000000 v)(,v)(,v)( zyx tztytx  .              (1.6) 

Способы интегрирования уравнения Ньютона материальной точ-

ки для некоторых типичных задач динамики даны в приложении 1. 

1.4. Рекомендации к решению обратной задачи динамики 

точки. Решать обратную задачу динамики точки рекомендуется в 

следующей последовательности/ 

1. Выбрать систему координат. Чаще всего используется 

прямоугольная декартова система. Однако, если известна траек-

тория движения точки, то предпочтительнее может оказаться ес-

тественная система. Удачный выбор начала координат и направ-

лений ее осей может существенно упростить ход решения задачи. 

2. Изобразить все силы – активные kF  и реакции связей kR , 

действующие на точку в произвольный (текущий) момент времени. 

3. Записать второй закон Ньютона 
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k

k

k

km RFr  

и спроектировать его на оси выбранной системы координат. Все 

переменные силы нужно при этом представить как функции вре-

мени, положения и скорости точки. 

4. Поставить начальные условия для полученной системы 

уравнений движения точки. 

5. Проинтегрировать полученную систему ДУ, определив 

постоянные интегрирования из НУ. Воспользовавшись найден-

ными законами изменения координат и проекций скоростей? оп-

ределить все неизвестные задачи. 

2. Прямолинейные колебания точки 

2.1. Свободные незатухающие колебания (без учета сопро-

тивления среды). Рассмотрим колебания матери-

альной точки (грузика) на пружинке (рис. 2.1), счи-

тая сначала, что сила тяжести не действует? и пре-

небрегая сопротивлением воздуха. Ось Ox  напра-

вим в сторону удлинения пружины, а начало оси 

O  возьмем в нижнем ее конце, когда пружина не 

деформирована и имеет длину 0l  (см. рис. 2.1). То-

гда на груз действует единственная сила – сила ре-

акции пружины F , которую называют восстанав-

ливающей силой, поскольку эта сила стремится вернуть груз в по-

ложение равновесия. По модулю она равна 

lcF ,                              (2.1) 

где c  – жесткость пружины (т.е. сила, необходимая для растяже-

ния пружины на один метр), а 0lll  – ее удлинение. В вы-

бранной нами системе координат, очевидно, xl  и мы получа-

ем из уравнения Ньютона (1.2) в проекции на ось x  ДУ свобод-

ных колебаний 

cxxm      или    02xkx ,                  (2.2) 

где ./ 2kmc  Его общее решение  имеет вид (см. приложение 1) 

 l
 =

 x
 

F 

m 

l 0
 c 

O 

x 

Рис. 2.1 

l  
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ktCktCx cossin 21      или        )sin(ktAx .       (2.3) 

Такое движение материальной точки называется гармоническими 

колебаниями. Величина A , равная максимальному отклонению 

точки от положения равновесия, называется амплитудой колеба-

ний. Величина kt  – называется фазой, при этом  на-

чальной фазой колебаний. Величину k  называют частотой. 

Промежуток времени kT /2 , в течение которого совершается 

одно полное колебание, называется периодом. 

Общее решение (2.3) зависит от двух произвольных постоян-

ных, которые определяются из начальных данных: начального 

положения груза 0)0( xx , и его начальной скорости 0v)0(v . 

Легко убедиться, что 

22

0

2

0 /v kxA ,   00 v/kxtg .             (2.4) 

Из (2.3), (2.4) следуют два важных свойства свободных коле-

баний: 

1. Амплитуда и начальная фаза колебаний зависят от началь-

ных условий задачи. 

2. Частота и период колебаний не зависят от начальных усло-

вий задачи и полностью определяются параметрами самой коле-

бательной системы (в нашем примере системы из грузика и пру-

жинки). 

2.2. Свободные колебания при наличии постоянной силы. 
Рассмотрим в качестве примера действия на систему, показанную 

на рис. 2.1, постоянной силы – силы тяжести 

gP m  (рис. 2.2). Заметим, что если бы груз 

находился в равновесии, то это означало бы, 

что сила тяжести уравновешивается силой 

упругости пружины, т.е. выполняется равен-

ство scP , где 0lllss  – стати-

ческое удлинение пружины. Возьмем за нача-

ло отсчета оси  x  точку 1O , отстоящую от 

конца недеформированной пружины O  на 

расстоянии sOO1  (см. рис. 2.2). Тогда 

λ s
 

F 
m 

l 0
 c 

O 

x 

Рис. 2.2 

l  

P 

x 

 l
 O1 
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удлинение пружины в этой системе координат равно 

)( sxl . Составляя теперь уравнение Ньютона движения 

груза и проецируя его на ось x , получим mgxcxm s )( , 

но поскольку mgc s , то в этой системе координат мы снова 

приходим к уравнению (2.2). Отсюда заключаем, что постоянная 

сила P , не изменяя характера колебаний, смещает их центр в 

сторону ее действия на величину статического удлинения 

cPs / . 

2.3. Свободные затухающие колебания (с учетом сопро-

тивления среды). Пусть теперь на материальную точку действу-

ет еще сила сопротивления среды (воды, воздуха), пропорцио-

нальная скорости: vR . В этом случае второй закон Ньюто-

на в проекции на ось x  с началом в положении статического рав-

новесия пружины приводит к уравнению 

xcxxm   

или 

02 2 xkxbx  ,                               (2.5) 

где mb 2/ . 

Здесь возможны три различных случая. В первом, когда сопро-

тивление среды мало по сравнению с восстанавливающей силой, 

т.е. kb , общее решение уравнения (2.5) имеет вид 

)cossin( 1211 tkCtkCex bt
 или )sin( 1tkAex bt

.     (2.6) 

Постоянные интегрирования определятся из начальных условий 

0)0( xx и 0v)0(v  

2

1

2

00

2

0 /)v( kbxxA ,    )v/()( 0010 bxkxtg .     (2.7) 

Движение, таким образом, носит колебательный характер с часто-

той  
22

1 bkk  и  периодом  11 /2 kT . Амплитуда колеба-

ний 
btAeA1  убывает со временем по экспоненциальному за-

кону. 

В двух других случаях, когда kb   или kb , решения 

можно записать соответственно так 
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)( 21 tCCex bt
  и   )( 22

21

tktkbt eCeCAex , (2.6а) 

где 
22

2 kbk . Следовательно, в этих двух случаях колеба-

тельное движение вообще не возникает, а движение материальной 

точки быстро (почти экспоненциально) затухает. 

2.4. Вынужденные колебания без учета сопротивления 

среды. Пусть теперь наряду с восстанавливающей силой F  и си-

лой тяжести P  на точку действует еще и сила Q , изменяющаяся 

по гармоническому закону: ptQQ sin0 , где 0Q  – ее амплиту-

да, а p  – частота. Уравнение движения в системе координат с на-

чалом в положении статического равновесия тогда имеет вид 

ptpxkx sin0

2 ,                         (2.8) 

где mck /2
, mQp /00 . Это неоднородное дифференциаль-

ное уравнение, и его решение можно записать в форме (см. при-

ложение 1) nxxx 0 , где 0x  – общее решение однородного 

уравнения (с нулевой правой частью), а nx  – частное решение не-

однородного уравнения (2.8). Но )sin(0 ktAx  (см. п. 2.1), 

частное же решение имеет вид ptpkpxn sin)]/([ 22

0 . Поэто-

му движение точки описывается формулой 

                       )sin(ktAx ptpkp sin)]/([ 22

0 .     (2.9) 

Такое движение называют вынужденными колебаниями. По-

стоянные A  и  снова определяются из начальных условий зада-

чи. Таким образом, движение точки  слагается из собственных 

колебаний с амплитудой А (зависящей от начальных условий) и 

частотой k и вынужденных колебаний с амплитудой p0 / (k
2
 – p

2
) 

(не зависящей от начальных условий) и частотой p . 

Решение (2.10) применимо лишь в случае, когда kp . Если 

собственная частота совпадает с частотой возмущающей силы 

p = k, решение можно представить в форме 

)sin(ktAx ktktp cos)2/( 2

0 .   (2.10) 
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Амплитуда вынужденных колебаний, как мы видим, растет 

линейно со временем. Это явление называется резонансом. 

2.5. Решение задач на колебательное движение точки.  
Общие рекомендации для решения обратной задачи динамики 

материальной точки были даны в п. 1.4. Конкретизируем их при-

менительно к решению задач на колебательное движение точки. 

1. Так как колебания прямолинейные, то достаточно ввести 

одну ось x . Направлять ее  лучше в сторону удлинения пружины, 

а начало оси О взять в положении статического равновесия точки. 

2. Силы удобнее изображать в момент времени, соответст-

вующий растянутой пружине. 

3. При составлении уравнения движения точки в проекции на 

ось x  необходимо предварительно выразить удлинение пружины 

l , входящее в выражение для силы упругости F , через коорди-

нату x  точки. Для этого следует сделать рисунок, на котором 

изобразить  ось x  с началом в точке O , растянутую пружину  

длиной l  и свободную пружину длиной 0l , а затем уже связать 

l  с x . 

4. Сформулировать начальные условия, т.е. задать в выбран-

ной системе координат начальное положение материальной точки 

и ее скорость. 

5. Проинтегрировать уравнение движения и определить по 

сформулированным начальным условиям неизвестные константы. 

3. Движение точки в неинерциальной системе отсчета 

3.1. Основной закон динамики в неинерциальной системе 

отсчета. Второй закон Ньютона (1.1) формулируется относитель-

но инерциальной системы отсчета. Если же точка движется отно-

сительно неинерциальной системы, то ее ускорение относительно 

этой системы ra , как показано в кинематике, связано с абсолют-

ным ускорением относительно инерциальной aa  соотношением 

cera aaaa , 
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где cer aaa ,,  – соответственно относительное, переносное и ко-

риолисово ускорения. Поэтому второй закон Ньютона относи-

тельно этой системы координат задается уравнением 

cer mmm aaFa . 

Если ввести переносную ee maF  и кориолисову сc maF  силы 

инерции, то это уравнение можно переписать так 

cerm FFFa .                                 (3.1) 

Таким образом, при рассмотрении движения точки в неинер-

циальной системе отсчета к действующим силам нужно доба-

вить переносную и кориолисову силы инерции. 

Рекомендации к  решению задач остаются теми же, что и для 

решения задач на применение второго закона Ньютона в инерци-

альной системе координат (см. п. 1.4), с той лишь разницей, что 

наряду с обычными силами следует еще изображать на чертеже  и 

учитывать при составлении уравнения (3.1) переносную и корио-

лисову силы инерции. Для вычисления этих сил необходимо сна-

чала определить переносное и кориолисово ускорения точки. 

3.2. Покой в неинерциальной системе отсчета. Если точка 

покоится относительно неинерциальной системы отсчета, то 

0rr va  и, следовательно, сила инерции Кориолиса также 

равна нулю ( mc 2F ω 0rv ). В результате уравнение (3.1) 

сводится к следующему 

0eFF .                                       (3.2) 

Таким образом, если материальная точка  находится в покое 

по отношению к неинерциальной системе отсчета, то сумма всех 

сил, приложенных к ней, и переносной силы инерции равна нулю. 

4. Введение в динамику механической системы 

4.1. Механическая система. До сих пор рассматривалось 

движение лишь материальной точки. Совокупность взаимодейст-

вующих материальных точек называют механической системой 

или просто системой. Твердые тела или системы тел, соединен-

ные связями, также можно моделировать механической системой. 
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Для этого разобьем  их  на N  частей (рис. 4.1). Считая далее N  

достаточно большим, а каждый k -й (k = 1,…, N) элемент разбие-

ния достаточно малым, заменим его приближенно материальной 

точкой массы km , равной массе этого элемента. 

 

 

  
 

 

 

 
 

 

 

m2 

m1 

mN 

3 

4 

2 

1 

6 

7 5 

Рис. 4.1 

 
4.2. Уравнения движения механической системы. Рас-

смотрим теперь движение механической системы в инерциальной 

системе координат Oxyz . Для каждой ее точки k  справедлив 

второй закон Ньютона 

kkkm Fr ,  Nk ,,1 ,                              (4.1) 

где kr  – ее радиус-вектор, а под kF  понимается равнодействую-

щая всех сил (активных и реакций связей), действующих на нее. 

В проекциях на оси координат уравнения (4.1) имеют вид 

kxkk Fxm  ,  kykk Fym  ,  kzkk Fzm  .                 (4.2) 

Уравнения (4.2) представляют собой N3  дифференциальных 

уравнений движения механической системы. Общее решение за-

висит от N6  произвольных скалярных постоянных. 

4.3. Внешние и внутренние силы. Внешними по отношению 

к данной механической системе называются силы взаимодействия 

точек этой системы с телами (или полями), не входящими в нее. 

Внутренними называются силы взаимодействия между точками 

(элементами) данной механической системы. В дальнейшем 

внешние силы будем обозначать индексом e, а внутренние – ин-

дексом i. 
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Следствием третьего закона Ньютона являются два свойства  

внутренних сил: 

1. Главный  вектор внутренних сил системы равен нулю 

0
k

i

kF или  0
k

i

kxF , 0
k

i

kyF , 0
k

i

kzF .       (4.3) 

2. Главный момент внутренних сил системы относительно 

любого центра  О  равен нулю 

0)( i

k

k

O FM  

или 

0)( i

k

k

OxM F , 0)( i

k

k

OyM F , 0)( i

k

k

OzM F .       (4.4) 

4.4. Масса системы, центр масс, момент инерции относитель-

но оси. Если система состоит из N точек массами m1, m2,…, mN, то 

полная ее масса M  равна сумме масс ее точек (или тел) 

k

kmM . 

Мера инертности механической системы, однако, уже не опреде-

ляется лишь этой массой. Движение системы зависит еще и от 

распределения масс в пространстве. Поэтому наряду с массой 

системы вводят еще понятия центра масс и моментов инерции 

относительно точки и (или) оси. 

Центром масс механической системы называется точка С, 

координаты которой определяются формулами 

k

k

kc mM rr 1
                                   (4.5) 

или в координатной форме 

k

k

kc xmMx 1
, k

k

kc ymMy 1
, k

k

kc zmMz 1
.  (4.5а) 

В поле силы тяжести точка С совпадает с центром тяжести систе-

мы. 

Моментом инерции системы (тела) относительно данной 

оси z  называется скалярная величина zJ , равная сумме произве-

дений масс всех ее (его) точек на квадраты их расстояний kh до 

этой оси 
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2

k

k

kz hmJ .                                      (4.6) 

Значения моментов инерции некоторых часто встречающихся тел 

приведены в приложении 2. 

Связь между момента-

ми инерции тела относи-

тельно параллельных осей 

дает теорема Гюйгенса. 

Теорема Гюйгенса. 
Момент инерции тела от-

носительно данной оси ра-

вен сумме момента инер-

ции относительно оси, ей 

параллельной и проходящей 

через центр масс тела, и 

произведения его массы на 

квадрат расстояния между этими осями (рис. 4.2) 
2MdJJ cz .                                    (4.7) 

5. Общие теоремы динамики 

В общем случае произвольных механических систем состав-

ление уравнений движения (4.1) или (4.2) и их решение сопряже-

но с двумя основными трудностями. Первая из них состоит в том, 

что, как правило, мы не знаем полностью сил kF . Например, 

обычно не известны силы реакций связей. Вторая же связана с 

решением системы большого числа дифференциальных уравне-

ний, поскольку при моделировании твердого тела или конструк-

ции число соответствующих материальных точек  может быть 

очень большим. Однако часто нас не интересует движение каж-

дой материальной точки системы. Вполне достаточно знать пове-

дение некоторых величин, характеризующих движение механиче-

ской системы в целом. В механике обычно используют для этой 

цели центр масс системы, ее количество движения (импульс), 

момент количества движения (момент импульса) и кинетиче-

скую энергию. Оказывается, для этих величин можно сформули-

 

d 

z 

C 

Рис. 4.2 
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ровать теоремы, определяющие их изменение во времени. Этому 

и посвящены последующие пункты данного раздела. 

5.1. Теорема о движении центра масс. Центр масс системы 

движется как материальная точка, масса которой равна массе 

всей системы и к которой приложены все внешние силы, дейст-

вующие на систему 

k

e

kcM Fa .                                   (5.1) 

Из теоремы, в частности, следует, что при моделировании данно-

го тела материальной точкой его движение определяется движе-

нием именно центра масс. При поступательном движении твердо-

го тела скорости и ускорения всех его точек равны и поэтому тео-

рема о движении центра масс полностью определяет его движе-

ние. В случае же произвольного движения твердого тела теорема 

определяет лишь поступательную часть его движения. 

Практическая ценность теоремы состоит еще и в том, что она 

позволяет при определении движения центра масс любой механи-

ческой системы исключить все наперед неизвестные внутренние 

силы. 

5.1.1. Законы сохранения движения центра масс. Из тео-

ремы о движении центра следуют законы сохранения: 

1. Если сумма внешних сил, действующих на механическую 

систему, равна нулю, то ее центр масс движется равномерно и 

прямолинейно. В частности, если в начальный момент времени 

центр масс покоился, то он и останется в покое. 

2. Если сумма проекций на какую-нибудь ось всех действую-

щих на систему внешних сил равна нулю, то проекция скорости 

центра масс на эту ось не меняется. Так, например, если в на-

чальный момент времени 0)0(vcx , то и в любой момент време-

ни 0vcx  и центр масс системы вдоль этой оси не движется 

( cx  = const). 

5.2. Теорема об изменении импульса системы. Количест-

вом движения (импульсом) точки называется вектор vp m , 

равный произведению ее массы на скорость. Импульс – величина 
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аддитивная, и поэтому импульс (количество движения) механиче-

ской системы равен 

k

k

k

k

k m vpP .                                 (5.2) 

Легко убедиться (см. определение центра масс (4.5)), что 

cMvP ,                                          (5.3) 

т.е. количество движения системы равно произведению массы 

всей системы на скорость ее центра масс. 

Импульс S  силы F  за промежуток времени )( 12 tt  опреде-

ляется соотношением 

)(
1

2

tdt

t

t

FS .                                     (5.4) 

В частном случае, когда constF , импульс силы равен 

)( 12 ttFS . В общем случае модуль и направление импульса 

силы могут быть вычислены  по его проекциям 
2 2 2

1 1 1

( ) , ( ) , ( )

t t t

x x y y z z

t t t

S F t dt S F t dt S F t dt .       (5.6) 

Если к точке приложено несколько сил nFF ,...,1 , то импульс 

их равнодействующей, очевидно, равен сумме импульсов состав-

ляющих ее сил nSSS ...1 , соответственно 

nxxx SSS ...1 ,  nyyy SSS ...1 ,  nzzz SSS ...1 . 

5.2.1. Теорема об изменении количества движения (им-

пульса) системы. Производная по времени от количества дви-

жения механической системы равна главному вектору дейст-

вующих на нее внешних сил 

k

e

kdtd FP / .    (5.6) 

В дифференциальной форме эта теорема фактически совпадает с 

теоремой о движении центра масс. В интегральной же форме она 

формулируется так: изменение количества движения механиче-

ской системы за конечный промежуток времени равно сумме 
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импульсов действующих на нее внешних сил за тот же проме-

жуток времени 

k k

e

k

e

k

t

t

tdttt SFPP )()()(
2

1

12    (5.7) 

или в проекциях на координатные оси 

)(
2

1

12 tFdtPP
k

e

kx

t

t

xx , )(
2

1

12 tFdtPP
k

e

ky

t

t

yy , 

)(
2

1

12 tFdtPP
k

e

kz

t

t

zz .   (5.8) 

5.2.2. Законы сохранения количества движения (импуль-

са) системы. Следствием закона изменения импульса являются 

соответствующие законы сохранения. 

1. Если сумма внешних сил, действующих на механическую 

систему, равна нулю 0
k

e

kF , то вектор количества движения 

сохраняется: constt)(P . 

2. Если за некоторый промежуток времени от 1t  до 2t  сумма 

импульсов внешних сил, действующих на систему, равна нулю 
2

1

( ) 0F

t

e

k

k t

t dt , 

то за этот промежуток времени не меняется и количество движе-

ния )()( 12 tt PP . 

3. Если сумма проекций на данную ось α всех действующих 

на систему внешних сил равна нулю 0
k

e

kF , то проекция ко-

личества движения на эту же ось сохраняется:  consttP )( . 

4. Если равна нулю проекция суммы импульсов внешних сил 

на ось α за промежуток времени от 1t  до 2t  
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0)(
2

1

tFdt
k

e

k

t

t

, 

то за этот промежуток времени сохраняется и проекция количест-

ва движения системы на эту ось 12 PP . 

5.2.3. Рекомендации к решению задач на применение тео-

рем о движении центра масс и об изменении количества дви-

жения. При решении конкретных задач на определение движения 

системы полезно придерживаться следующих рекомендаций. 

1. Выбрать механическую систему, к которой и будет приме-

няться одна из теорем. Так как в обеих теоремах участвуют толь-

ко внешние силы, то удобно выбрать ее так, чтобы наперед неиз-

вестные силы сделать внутренними (это, однако, не всегда воз-

можно). Следует также помнить, что если система состоит из не-

скольких тел, то они действуют друг на друга силами, равными 

по величине и противоположно направленными. 

2. Изобразить все внешние силы, действующие на выбранную 

систему. 

3. Выбрать оси координат и записать соответствующую 

теорему в проекциях на эти оси. Какой из теорем при этом удоб-

нее пользоваться, зависит от решаемой задачи. Обычно, если тре-

буется определить скорости движения отдельных частей системы, 

применяют теорему об изменении количества движения. Если же 

требуется определить перемещение отдельных частей, то приме-

няют теорему о движении центра масс. 

4. Проинтегрировать полученную систему уравнений. Посто-

янные интегрирования определяются при этом из дополнитель-

ных (начальных) условий задачи. Далее находят-

ся искомые величины. 

5.3. Теорема об изменении момента коли-

чества движения. Момент количества движе-

ния (импульса) материальной точки относитель-

но точки O  определяется  равенством: 

vrk mO  (рис. 5.1). Моменты количества 

движения (импульса) точки относительно осей определяются 

соотношениями 

 

O 

r 
mv 

Рис. 5.1 
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( ), ( ), ( )v v v v v vx z z y x z z y xk m y z k m y z k m y z . (5.9) 

 

Моментом количества движения (импульса) механической 

системы относительно точки О называется сумма моментов ко-

личеств движения всех ее точек 

kk

k

k

k

kOO m vrkK .  (5.10) 

Аналогично определяются и моменты количества движения 

системы относительно координатных осей 

)vv( kykkz

k

kkx zymK ,  )vv( kzkkxk

k

ky xzmK , 

)vv( kxk

k

kykkz yxmK ,  (5.11) 

где kkk zyx ,,  – координаты k -й точки (k = 1,…,N). 

Для твердого тела, вращающегося вокруг оси z  с угловой 

скоростью , момент количества движения относительно этой 

оси равен zz JK . 

Если твердое тело движется поступательно, то его момент 

количества движения относительно точки O  равен 

vrK McO , где cr  – радиус-вектор центра масс тела относи-

тельно точки O . 

Моменты количеств движения системы относительно разных 

точек А и В связаны соотношением 

)( cAB MvBAKK ,   (5.12) 

где M – масса системы, а cv – скорость ее центра масс. 

5.3.1. Теорема об изменении момента количества движе-

ния (теорема моментов). Производная по времени от момента 

количества движения механической системы относительно не-

подвижной точки О равна сумме моментов всех действующих на 

эту систему внешних сил относительно той же точки 

)(/
1

e

k

N

k

OO dtd FMK .    (5.13) 
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Проектируя обе части уравнения (5.13) на оси инерциальной 

системы координат Oxyz , получим 

)(
1

e

k

N

k

x

x M
dt

dK
F ,   )(

1

e

k

N

k

y

y
M

dt

dK
F ,   )(

1

e

k

N

k

z
z M

dt

dK
F . 

(5.14) 

Эта теорема остается справедливой и в подвижной системе коор-

динат с началом в центре масс системы C , оси которой парал-

лельны осям неподвижной системы, если только она сформули-

рована относительно точки C  

)(/
1

e

k

N

k

CC dtd FMK .  (5.15) 

Теорема моментов, как и теоремы о движении центра масс и 

об изменении количества движения, позволяет исключить из рас-

смотрения все наперед неизвестные внутренние силы. 

5.3.2. Законы сохранения момента количества движения. 

Рассмотрим частные случаи, когда момент количества движения 

сохраняется. 

1. Если сумма моментов относительно точки O  всех внешних 

сил, действующих на систему, равна нулю 0)( e

k

k

O FM , то 

момент количества движения относительно этой же точки  сохра-

няется constOK . 

2. Если сумма моментов всех внешних  сил, действующих на 

систему относительно некоторой оси α , равна нулю 

0)( e

k

k

M F , то момент количества движения относительно 

этой оси сохраняется constK . 

Из этих законов следует, что  внутренние силы изменить мо-

мент количества движения не могут. 

5.3.3. Уравнение вращательного движения твердого тела. 

Уравнение вращательного движения твердого тела следует из 

теоремы (5.15) моментов относительно оси вращения z 
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)( e

k

k

zz MJ F .  (5.16) 

Уравнение (5.16) позволяет полностью определить закон враща-

тельного движения твердого тела при заданных начальных дан-

ных 00 )0(,)0(  . 

5.3.4. Физический маятник. Физическим ма-

ятником называется твердое тело, совершающее 

колебания вокруг неподвижной горизонтальной 

оси под действием силы тяжести. Пусть m  – его 

масса, aOC  – расстояние от центра тяжести С 

до оси вращения О,  OJ  – момент инерции маят-

ника относительно оси вращения,  – угол откло-

нения линии ОС от вертикали (рис. 5.2). Будем 

считать  малым, т.е. ограничимся малыми коле-

баниями физического маятника. Дифференциальное уравнение 

таких колебаний получается из уравнения (5.16) и имеет вид 

02k ,   OJmgak /2
,  (5.17) 

а его решение, удовлетворяющее начальным условиям )0(  

00 )0(, , записывается так 

ktCktC sincos 21 , 

где kCC /, 0201 . Следовательно, малые колебания физи-

ческого маятника являются гармоническими, а их период опреде-

ляется формулой mgaJkT /2/2 0  и не зависит от на-

чальных условий. Величина amJl /0  называется приведенной 

длиной физического маятника (она равна длине нити маятника с 

точечным грузом массы m , имеющим тот же период колебаний). 

5.3.5. Решение задач с использованием теоремы моментов. 

Так как момент количества движения ответственен за вращатель-

ную часть движения системы, то теорема моментов обычно при-

меняется в случаях, когда механическая система совершает вра-

щательное движение вокруг неподвижной точки или оси. Нередко 

ее применяют совместно с теоремой о движении центра масс. При 

 

O 

φ 

mg 

Рис. 5.2 

a 

C 
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этом поступательная часть движения определяется теоремой о 

движении центра масс, а вращательная часть движения относи-

тельно центра масс – теоремой моментов. Что же касается реко-

мендаций, касающихся последовательности  решения задач, то 

они дословно те же, что и при решении задач на применение тео-

рем о движении центра масс или об изменении количества дви-

жения. 

5.4. Теорема об изменении кинетической энергии систе-

мы. Кинетическая энергия механической системы равна сумме 

кинетических энергий всех ее точек 

2/v2

k

k

kmT .                                   (5.18) 

Если механическая система состоит из нескольких тел, то ее ки-

нетическая энергия будет равна сумме кинетических энергий ка-

ждого из тел.  В  случае поступательного движения твердого тела 

2/v2MT , где M – масса тела. Для вращательного движения 

2/2

zJT , где zJ – момент инерции тела относительно оси 

вращения z , а  – угловая скорость вращения. 

Для произвольного движения твердого тела кинетическая 

энергия складывается из кинетической энергии его поступатель-

ного движения вместе с центром масс и кинетической энергии его 

вращательного движения вокруг оси, про-

ходящей через центр масс (теорема Кенига),  

2/2/v 22

cc JMT . 

5.4.1. Работа силы. Величина 

cosFdsdA sF  называется элемен-

тарной работой силы F  на перемещения 

sd  (рис. 5.3).  Работа силы на конечном 

перемещении равна интегралу от элементарной работы, взятому 

вдоль этого перемещения 

MN MNMN

zyxMN dsFdzFdyFdxFdA cossF ,    (5.19) 

где интегрирование ведется вдоль траектории материальной точ-

ки. Единицей измерения работы является 1 джоуль = 1 Н м. Если 

α 

ds 

Рис. 5.3 

M 

F 
N 
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сила F  задана как функция времени, то для расчета работы из 

(5.19) можно получить следующее выражение 
2

1

)()(12

t

t

dtttA vF .   (5.19а) 

Соотношение (5.19) существенно упрощается, если сила F  

является потенциальной, т.е. 

rrF ddU /)( , 

где U – некоторая скалярная функция, называемая потенциалом. 

В этом случае удается от криволинейного интеграла перейти к 

обычному определенному. Действительно, 

MN

r

rMN

UUdUd
d

dU
dA )()(

)(
1212

2

1

rrr
r

r
rF .    (5.20) 

Поэтому, например, работа силы тяжести механической системы 

равна ее весу Mg , умноженному на вертикальное перемещение 

ch  ее центра тяжести, cMghA12  (положительная, если ее центр 

тяжести опускается, и отрицательная – если поднимается). 

Сила упругости пружины также потенциальна, поэтому рабо-

та силы упругости lcF , где l  – удлинение пружины, рав-

на половине произведения коэффициента ее жесткости на раз-

ность квадратов начального и конечного удлинений пружины 

)(5.0 2

2

2

112 llcA . 

При естественном способе задания движения работа силы на 

конечном перемещении точки из положения 1s  в положение 2s  

определяется так 
2

1

12

s

s

dsA F .    (5.19б) 

Поэтому работа силы трения fF  скольжения равна 

2

1

2

1

.)()(12

s

s

s

s

f dssNfdssFA  
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Если при этом нормальная реакция N  по величине постоянна 

(например, при движении тела по горизонтальной поверхности в 

поле тяжести MgN ), то )( 1212 ssNfA . 

Если тело является твердым, то работа всех внутренних сил 

равна нулю. Также равна нулю работа внутренних сил нерастя-

жимой нити. 

При поступательном движении твердого тела сумма элемен-

тарных работ всех действующих на него внешних сил равна эле-

ментарной работе главного вектора этих сил 

k

e

k

ee dA FRsR , . 

Элементарная работа внешних сил при вращательном движе-

нии твердого тела вокруг оси z  равна произведению главного 

момента внешних сил относительно этой оси  на элементарное 

приращение угла поворота  dMA e

z . Если угол поворота 

твердого тела меняется от 1  до 2 , то работа на конечном пере-

мещении (повороте) будет равна 

dMA e

z )(
2

1

12 . 

Для плоского движения твердого тела элементарная работа 

внешних сил равна сумме элементарных работ их главного векто-

ра на перемещении точки его приложения – полюса O  и главного 

момента этих сил относительно этого полюса O  на приращении 

угла поворота dMdA e

O

e
sR . 

Если система сил имеет равнодействующую, то работа рав-

нодействующей равна сумме работ составляющей ее сил. 

5.4.2. Теорема об изменении кинетической энергии. В 

дифференциальной форме указанная теорема записывается в виде 
ie AAdT .   (5.21) 

Интегрируя это выражение по времени в пределах от 1t  до 2t , по-

лучим теорему в интегральной форме 
ie AATT 121212 .   (5.22) 
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Изменение кинетической энергии системы равно сумме ра-

бот всех действующих на нее внешних и внутренних сил. 

 Отметим два обстоятельства, которые отличают теорему об 

изменении кинетической энергии от других теорем. 

1. Уравнение (5.22) скалярное и, следовательно, позволяет 

получить для определения неизвестных лишь одно уравнение. 

2. В уравнение (5.22) входят как внешние, так и внутренние 

силы, т.е. под действием внутренних сил кинетическая энергия 

может изменяться. 

  Определение работы сил является основной сложностью при 

решении задач на применение теоремы об изменении кинетиче-

ской энергии. Однако в некоторых случаях она равна нулю. В ча-

стности,  равна нулю работа: 

 внутренних сил абсолютно твердого тела и нерастяжимой 

нити; 

 реакций идеальных связей (связей без трения). Идеальны-

ми связями являются, например, гладкая поверхность, гладкая 

опора, идеальный шарнир; 

 силы, приложенной к неподвижным или мгновенно не-

подвижным точкам. 

5.4.3. Решение задач с помощью теоремы об изменении 

кинетической энергии. Для систем, состоящих из нескольких 

тел, каждое из которых может совершать свой тип движения (на-

пример, отдельные части совершают поступательное движение, в 

то время как другие вращаются или совершают сложное движе-

ние), фактически единственный путь решения задачи – использо-

вание теоремы об изменении кинетической энергии. Так как ос-

новная трудность состоит в расчете работ внутренних сил, то тео-

рема с успехом может быть применена, если система состоит из 

абсолютно твердых тел, соединенных идеальными связями (без 

трения), либо когда передача движения от одной части системы к 

другой происходит посредством нерастяжимых нитей. Эту теоре-

му удобно также использовать, если в задаче необходимо опреде-

лить путь, пройденный системой или ее элементами. 

С помощью данной теоремы обычно находят скорости от-

дельных точек (или тел) системы либо работу одной из сил, при-

ложенных к системе. 
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Теорему можно также применять и для определения ускоре-

ний отдельных точек либо угловых ускорений тел. В этом случае 

можно исходить из теоремы, записанной в интегральной форме 

(5.22), взяв в качестве 2t  текущий момент времени t  и определив 

скорости точек )(v t  или угловые скорости тел )(t , затем диф-

ференцировать их по времени. Либо с самого начала применить 

теорему в дифференциальной форме (5.21), составить ДУ движе-

ния системы, из которых уже определить ускорения. 

Что же касается последовательности решения задач с исполь-

зованием этой теоремы, то она остается такой же, как и при при-

менении других теорем динамики, и мы ее изложили в п. 5.2.3. 

Необходимо иметь в виду, что теорема дает лишь одно урав-

нение. Поэтому, если это возможно, решение задачи нужно све-

сти к нахождению одной неизвестной величины. Если же этого 

сделать не удается, то наряду с теоремой об изменении кинетиче-

ской энергии следует использовать другие теоремы динамики. В 

этом случае нужно исходить из того, чтобы в конечном счете 

число составленных уравнений движения и число неизвестных 

задачи совпало. 

6. Принцип Даламбера 

6.1. Принцип Даламбера для точки. Рассмотрим матери-

альную точку, на которую действует внешняя сила F  и наложена 

связь с реакцией R . Ее динамика описывается уравнением Нью-

тона 

RFam .                                      (6.1) 

Вводя в рассмотрение силу инерции aF min
, запишем (6.1) в 

виде уравнения 

0in
FRF ,                                   (6.2) 

выражающего принцип Даламбера для точки: если в каждый мо-

мент времени к действующим на точку активным силам и силам 

реакции связей добавить силу инерции, то получится уравнове-

шенная система сил. В проекциях на оси zyx ,,  принцип Далам-

бера запишется в виде 
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0
in

xxx FRF , 0
in

yyy FRF , 0
in

zzz FRF .   (6.3) 

С помощью принципа Даламбера задача динамики точки сводит-

ся к решению уравнений статики (6.3). 

6.2. Принцип Даламбера для механической системы. Рас-

смотрим теперь систему, состоящую из N материальных точек. 

Для каждой из N  материальных точек системы имеем 

0
in

kkk FRF ,                              (6.4) 

где kk RF ,  – соответственно равнодействующие активных сил и 

реакций связей, действующих на k-ю точку, а k

in

k maF  – ее си-

ла инерции. Складывая теперь соотношения (6.4), получим 

0in
FRF ,                                (6.5) 

где 
N

k

k

1

FF ,
N

k

k

1

RR ,  
N

k

in

k

in

1

FF  

– соответственно главные векторы  активных сил,  реакций связи 

и сил инерции. В проекциях на оси координат уравнение (6.5) да-

ет 

0
in

xxx FRF , 0
in

xyy FRF , 0
in

zzz FRF .(6.6) 

Умножая теперь слева векторно каждое из уравнений (6.4) на 

радиус-вектор kr  k-й точки  и суммируя полученные уравнения, 

приходим к следующему уравнению моментов 

0in

O

R

O

F

O MMM ,                         (6.7) 

в котором 
in

O

R

O

F

O MMM ,,  – соответственно главные моменты ак-

тивных сил,  сил реакций связей и сил инерции относительно точ-

ки O . Векторное уравнение (6.7) эквивалентно трем скалярным 

0in

x

R

x

F

x MMM , 0in

y

R

y

F

y MMM , 

0in

z

R

z

F

z MMM .                        (6.8) 

Векторные уравнения (6.5), (6.7) и соответствующие им 

шесть скалярных уравнений (6.6), (6.8) являются математической 

формулировкой принципа Даламбера для механической системы: 
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если в каждый момент времени к действующим на каждую точ-

ку системы активным силам и силам реакции связей добавить 

силы инерции, то получится уравновешенная система сил. 

Принцип Даламбера  позволяет задачу динамики механиче-

ской системы свести к решению уравнений статики  (6.6), (6.8). 

При вычислении главных векторов и главных моментов от-

носительно центра O  активных сил и сил реакций связей следует 

учитывать только внешние силы, поскольку главные векторы и 

главные моменты всех внутренних сил равны нулю. 

6.3. Вычисление главного вектора и главного момента 

сил инерции. Для вычисления главного вектора сил инерции бу-

дем исходить из уравнений (5.1), (6.5). Сравнивая их и учитывая, 

что главный вектор внутренних сил равен нулю, получаем 

c

in MaF .                                      (6.9) 

Аналогично, сравнивая теперь уравнение (6.7) с (5.14), получаем 

dtd O

in

O /KM  

или 

dtdKMdtdKMdtdKM z

in

zy

in

yx

in

x /,/,/ .    (6.10) 

Для поступательного движения твердого тела силы инерции 

сводятся к равнодействующей aF Min
, проходящей через его 

центр масс. Для твердого тела, вращающегося вокруг оси z  и 

симметричного относительно плоскости Oxy , систему сил инер-

ции удобно привести к центру, расположенному в начале коорди-

нат O . Тогда главный вектор сил инерции равен c

in MaF  и 

приложен в центре O , а главный момент перпендикулярен плос-

кости  Oxy  и равен z

in

z JM . Если же центр масс тела лежит 

на оси вращения, то в этом случае 0in
F . 

При плоском движении главный вектор и главный момент 

сил инерции особенно просто вычисляются, если движение про-

исходит параллельно плоскости симметрии тела. В этом случае 

система сил инерции  приводится к лежащим в этой плоскости 
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главному вектору c

in MaF , приложенному в центре масс, и 

паре сил с моментом z

in

z JM . 

6.4. Решение задач с помощью принципа Даламбера. 

Принципом Даламбера удобно пользоваться для нахождения ре-

акций связей, когда движение системы известно или может быть 

определено из уравнений, не содержащих эти реакции (например, 

с помощью теоремы об изменении кинетической энергии). При 

этом исключаются все наперед неизвестные внутренние силы. 

В случаях, когда нужно определить реакции внутренних свя-

зей, систему следует расчленить на такие части, по отношению к 

которым искомые силы будут уже внешними. 

7. Принцип возможных перемещений 

7.1. Введение в аналитическую механику. До сих пор при 

изучении равновесия или движения механической системы мы 

пользовались принципом освобождаемости от связей. Действие 

связей учитывалось введением сил реакций этих связей. 

Теперь же мы познакомимся еще с одним подходом. Суть 

его состоит  в том, что действие связей учитывается не путем вве-

дения сил реакций связей, а путем рассмотрения лишь тех пере-

мещений точек механической системы, которые допускаются 

этими связями. Такой подход называется аналитическим, а соот-

ветствующий раздел механики – аналитической механикой. 

7.2. Возможные (виртуальные) перемещения. Возможны-

ми перемещениями механической системы называются беско-

нечно малые ее перемещения, допускаемые в данный момент на-

ложенными связями. В соответствии с этим определением, чтобы 

построить возможное перемещение системы, необходимо мыс-

ленно остановить время t , затем уже проанализировать, какие 

перемещения допускаются наложенными на нее связями. 

Пример. Связь (шарнир), наложенная на кривошип OA ме-

ханизма, показанного на рис. 7.1, позволяет ему лишь вращаться 

относительно точки О. Поэтому его возможным перемещением и 

является поворот на бесконечно малый угол  вокруг точки O . 
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При этом возможное перемещение As  точки A  направлено пер-

пендикулярно кривошипу (см. рис. 7.1). В силу того, что направ-

ляющие ползуна позволяют точке B  шатуна AB двигаться лишь 

вдоль прямой OB, соответствующее возможное перемещение Bs  

точки B будет направлено также вдоль OB. Возможным переме-

щением самого шатуна является, следовательно, бесконечно ма-

лый поворот  относительно его мгновенного центра скоростей 

С (см. рис. 7.1). 

Рис. 7.1 

 

O 

δsB 

B 

C 

A δφ 

δψ 
δsA 

δψ 

 
Следует иметь в виду, что реально происходящие перемеще-

ния точек системы kds , которые называются действительными, 

обусловлены действием приложенных к системе сил. Действи-

тельное перемещение является одним из возможных, правда, если 

связи не изменяются со временем. Такие связи называются ста-

ционарными. В дальнейшем только стационарные связи и будут 

рассматриваться. 

В общем случае связь может накладывать ограничения на 

перемещения и на скорости точек системы. Связи, не наклады-

вающие ограничения на скорости, называются голономными. 

Кроме того, связи подразделяются на удерживающие и неудер-

живающие. Первые задаются некоторыми уравнениями, тогда как 

вторые – неравенствами. Физически это можно объяснить на та-

ком примере. Если связь представляет собой некоторую поверх-

ность, то для удерживающей связи точки системы всегда нахо-

дятся на этой поверхности (поверхность "удерживает" их). 
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Связь называется идеальной, если работа реакции этой связи 

R  на любом возможном перемещении системы s  равна нулю 

A 0sR . Идеальными являются, в частности, следующие 

связи. 

1. Гладкая удерживающая поверхность. Реакция связи N  

гладкой поверхности направлена по нормали к ней, а любое воз-

можное перемещение s для удерживающей поверхности направ-

лено по касательной к ней. Следовательно, A 0sN d . 

2. Цилиндрический шарнир без трения. Возможным переме-

щением тела, закрепленного с помощью цилиндрического шар-

нира, является его поворот  вокруг оси z . При повороте эле-

ментарная работа равна zMA  (см. п. 5.4.2). Но при отсут-

ствии трения 0zM , поэтому 0A . 

3. Качение (без проскальзывания) тела по шероховатой по-

верхности.  Реакция шероховатой поверхности имеет две состав-

ляющие N  и трF , но обе они приложены к точке касания тела с 

поверхостью, которая является мгновенным центром скоростей, и 

для нее 0s , а значит, и 0A . 

7.3. Число степеней свободы. Для систем с голономными 

связями числом степеней свободы называется число независимых 

параметров, полностью определяющих движение системы. Так, 

материальная точка в пространстве имеет три степени свободы, 

твердое тело – шесть, стержень на плоскости – три. В данном 

случае число ее степеней свободы совпадает с числом независи-

мых возможных перемещений системы. Так, у кривошипно-

шатунного механизма, представленного на рис. 7.1, одна степень 

свободы: у него одно независимое возможное перемещение (на-

пример, бесконечно малый поворот  кривошипа ОА) и один 

независимый параметр, определяющий его положение (например, 

угол поворота кривошипа ). 

7.4. Принцип возможных перемещений (принцип Ла-

гранжа). Если на систему действуют активные силы iF , 

i = 1,…,N, а наложенные на нее связи являются стационарными, 

удерживающими, голономными и идеальными, то имеет место  



 34 

принцип возможных перемещений, согласно которому для равно-

весия механической системы необходимо и достаточно, чтобы 

сумма работ всех активных сил на любом возможном перемеще-

нии равнялась нулю 

0i

i

i dA sF .                                (7.1) 

Принцип возможных перемещений устанавливает общее условие 

равновесия механической системы, позволяющее исключить из 

рассмотрения все наперед неизвестные реакции связей и не тре-

бующее рассмотрения равновесия отдельных частей (тел) системы. 

Вместе с тем этот принцип можно использовать и для опре-

деления реакций связей. В этом случае принцип возможных пе-

ремещений применяется следующим образом. Сначала следует 

отбросить ту связь, реакцию которой требуется определить. Те-

перь к этой новой системе можно применить принцип возможных 

перемещений, т.е сообщить ей возможное перемещение, соответ-

ствующее имеющейся степени свободы, составить уравнение ра-

бот (7.1), в которое войдут как заданные активные силы, так и ре-

акция отброшенной связи и, наконец, найти из этого уравнения 

требуемую реакцию. Именно таким методом часто определяют 

реакции связей различных конструкций в статике. 

7.5. Рекомендации к решению задач на применение 

принципа возможных перемещений. Прежде чем применять 

данный принцип, необходимо проверить, все ли связи, дейст-

вующие на рассматриваемую механическую систему стационар-

ные, голономные, удерживающие и идеальные. Далее необходимо 

определить число степеней свободы, т.е. число независимых па-

раметров, полностью определяющих положение механической 

системы. Для наиболее простого случая системы с одной степе-

нью свободы решение задачи целесообразно проводить в сле-

дующей последовательности. 

1. Изобразить все действующие на систему активные силы. 

2. Сообщить системе возможное перемещение. При этом на 

чертеже следует изобразить возможные перемещения is  точек и 
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возможные повороты i  тел, к которым приложены активные 

силы iF . 

3. Составить уравнения работ 

0cos ii

i

ii

i

i dsFdsF , 

где i  – угол между векторами iF  и is . Для упрощения уравне-

ния работ следует иметь в виду, что силу можно переносить 

вдоль линии ее действия и что работу силы F  на перемещении 

s  при повороте тела вокруг некоторой точки А можно вычис-

лять как работу момента этой силы на угле поворота  вокруг 

этой же точки А: Akk MdsF . 

4. Выразить все ks  и k , входящие в уравнение работ, 

через какое-нибудь одно и найти искомую величину. При нахож-

дении зависимостей между ks  и k  можно использовать как 

геометрические соотношения, так и кинематические, считая, что 

эти зависимости такие же, как и между скоростями kv  и угловы-

ми скоростями k  для соответствующих точек и тел. 

Для систем с несколькими степенями свободы задачу можно 

решать, составляя уравнение работ для каждого из независимых 

перемещений системы и преобразуя его описанным путем. В ре-

зультате для системы получится столько уравнений равновесия, 

сколько она имеет степеней свободы. 

В случае, когда на систему наложена неидеальная связь, при 

решении задачи ее реакцию следует условно перевести в разряд 

активных сил и дальше действовать с ней как с активной силой. 

8. Задание 1. Динамика прямолинейного движения 

материальной точки 

Задание состоит из трех задач. В первой сила, действующая 

на точку, является функцией времени, во второй – координаты, в 

третьей – скорости.  
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В а р и а н т  1  
Задача 1. Дрезина массы m = 500 кг движется по горизонталь-

ному прямолинейному участку дороги со скоростью v0 = 90 км/ч. 

В некоторый момент времени двигатель выключают. Считая, что 

сила сопротивления движению определяется формулой R = 20t
3
 

(Н), определить время и путь, пройденный дрезиной от момента 

выключения двигателя до остановки. 

Задача 2. Материальная точка массы m = 10 кг совершает пря-

молинейное движение под действием силы, изменяющейся по за-

кону F = 1000x (H). В начальный момент точка имела скорость 

v0 = 10 м/с и координату x0 = 1 м. Найти уравнение движения точ-

ки и момент времени, когда скорость точки увеличится в 3 раза, а 

также путь, который она пройдет за это время. 

Задача 3. Свободная материальная точка массы m = 5 кг, 

имеющая начальную скорость v0 = 40 м/с, движется прямолиней-

но. На точку действует сила сопротивления, по величине равная 

F = 50 (v)
1/3

 (Н). Определить время, прошедшее от начала движе-

ния точки до остановки, и путь, пройденный точкой. 

 

В а р и а н т  2  

Задача 1. На точку веса 50 Н, движущуюся из состояния покоя 

по горизонтальной прямой Ox, действует в направлении этой оси 

сила F(t) = 5t
2
 (Н). Кроме того, на нее действует сила трения. При 

движении эта сила равна 0.5 Н. Определить момент времени, ко-

гда началось движение точки, и найти уравнение ее движения. 

Считать, что коэффициенты трения покоя и скольжения равны. 

Задача 2. Материальная точка массы m = 1 кг совершает дви-

жение вдоль оси Ох под действием силы F = 100(x  2) (H). В на-

чальный момент точка имела скорость v0 = 5 м/с и координату 

x0 = 2.5 м. Найти уравнение движения точки и ее скорость в мо-

мент времени t = 3 c. 

Задача 3. Сила тяги винтов вертолета массы m = 5000 кг при 

вертикальном подъеме в 1.5 раза больше его веса. Сопротивление 

воздуха R = 300v (Н), где v – скорость подъема вертолета. Считая 

начальную скорость вертолета v0 = 0, найти закон его движения и 

предельно достижимую скорость подъема. 

В а р и а н т  3  
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Задача 1. Коэффициент трения лыж о снег при движении 

лыжника по склону горы вниз f = 0.1, угол склона 45 , а его длина 

100 м. Определить время спуска и скорость лыжника в конце 

склона, если в начале она была равна нулю. Сопротивлением воз-

духа пренебречь. 

Задача 2. Материальная точка массы m = 1 кг совершает 

прямолинейное движение под действием силы сопротивления 

F = 100e
–2x

 (H). В начальный момент точка имела скорость 

v0 = 10 м/с и координату x0 = 0. Найти уравнение движения точки, 

момент времени, когда скорость точки уменьшится в 5 раз, а так-

же путь, который она пройдет за это время. 

Задача 3. Самолет массы m = 15000 кг в момент приземле-

ния имел скорость v0 = 50 м/с. Определить, какое расстояние он 

пройдет и какую будет иметь скорость через 10 с при выключен-

ных моторах, если суммарное сопротивление движению R = 20v
2
 

(Н). 
 

В а р и а н т  4  

Задача 1. Автомобиль веса 9.81 кН движется по горизонталь-

ной прямолинейной дороге. В начальный момент его скорость 

равна 72 км/ч. Затем сила тяги двигателя непрерывно увеличива-

ется пропорционально времени: F = 180t (Н). Найти скорость ав-

томобиля через 10 с и расстояние, которое он пройдет за это вре-

мя, если на него действует еще и постоянная сила трения с коэф-

фициентом трения f = 0.1. 

Задача 2. Материальная точка массы m = 5 кг движется вдоль 

оси х под действием силы F = 10(x + 2)
3
 (H). В начальный момент 

она имела скорость v0 = 4 м/с и координату x0 = 0. Найти уравне-

ние движения точки, момент времени, когда скорость точки уве-

личится в 2 раза, а также путь, который она пройдет за это время. 

Задача 3. Тело массы m = 2 кг, принимаемое за материальную 

точку, движется вдоль горизонтальной прямой под действием си-

лы F = 50 (Н). Кроме того, на него действует сила сопротивления 

R = v, где  = 5 (Н с)/м. Найти закон движения тела, если в на-

чальный момент его скорость равна нулю.  
 

В а р и а н т  5  
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Задача 1. Хоккеист сообщает шайбе прямолинейное движе-

ние. Коэффициент трения шайбы о лед f = 0.05. Чему была равна 

начальная скорость шайбы, если она прошла до остановки 50 м? 

За какое время шайба прошла это расстояние? Сопротивлением 

воздуха пренебречь. 

Задача 2. Материальная точка массы m = 0.5 кг движется 

вдоль оси х. В начальный момент точка имела скорость 

v0 = 10 м/с и координату x0 = 0. Затем на нее начинает действовать 

сила сопротивления F = 100(x + 1)
3
 (H). Найти уравнение дви-

жения точки, момент времени, когда скорость точки уменьшится 

в 2 раза, а также путь, который она пройдет за это время.  

Задача 3. Парусная лодка веса 2000 Н движется со скоростью 

1.5 м/с. После снятия паруса лодка движется, преодолевая сопро-

тивление воды R = 50v (Н), где v – скорость лодки, м/с. Опреде-

лить время, в течение которого скорость лодки уменьшилась в 

3 раза, и расстояние, которое она прошла за это время. 
 

В а р и а н т  6  

Задача 1. Пуля вылетела из вертикального ствола винтовки со 

скоростью v0 = 880 м/с и попала в самолет, летевший по горизон-

тали со скоростью v1 = 720 м/с на высоте h = 400 м. На каком рас-

стоянии от места попадания пули был самолет в момент выстре-

ла? Сопротивлением воздуха пренебречь. 

Задача 2. Материальная точка массы m = 0.5 кг движется 

вдоль оси х под действием силы F = 6(x + 0.5)
5
 (H). В начальный 

момент она имела скорость v0 = 0.25 м/с и координату x0 = 0. Най-

ти уравнение движения точки, момент времени, когда скорость 

точки увеличится в 4 раза, а также путь, который она пройдет за 

это время. 

Задача 3. В момент, когда гоночный автомобиль веса 8 кН пе-

ресекает финиш со скоростью 360 км/ч, водитель выключает дви-

гатель. Учитывая силу сопротивления воздуха R = v
2
, где 

 = 0.075 (Н с
2
)/м

2
, определить время, прошедшее к моменту, ко-

гда скорость автомобиля уменьшилась в 2 раза, и расстояние, ко-

торое автомобиль прошел за это время. 
 

В а р и а н т  7  
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Задача 1. Тяжелая точка поднимается по негладкой наклонной 

плоскости, составляющей угол  = 30  с горизонтом. В началь-

ный момент скорость точки равнялась v0 = 15 м/с. Коэффициент 

трения f = 0.1. Какой путь пройдет точка до остановки? За какое 

время она пройдет этот путь? 

Задача 2. Материальная точка массы m = 2 кг движется вдоль 

оси х. В начальный момент она имела скорость v0 = 10 м/с и нахо-

дилась в начале координат. На нее начинает действовать сила 

F = 400(x + 1)
5
 (H). Найти уравнение движения точки, момент 

времени, когда скорость точки уменьшится в 5 раз, а также путь, 

который она пройдет за это время. 

Задача 3. Сила тяги мотора катера Q = 5 кН, а сопротивление 

воды определяется формулой R = 10v (Н). Определить закон дви-

жения катера и его предельную скорость, если движение начина-

ется из состояния покоя, а масса катера 2000 кг. 

 

В а р и а н т  8  

Задача 1. Материальная точка массы m = 5 кг движется пря-

молинейно под действием силы F = F0cos( t), где F0 = 10 (Н) и 

 = /6 (1/с). В начальный момент она имела скорость v0 = 10 м/с. 

Найти уравнение движения точки и скорость, которую она будет 

иметь в момент времени t = 2 c. 

Задача 2. Материальная точка массы m = 2 кг движется вдоль 

оси х под действием силы F = 75(x + 1)
2
 (H). В начальный момент 

она имела скорость v0 = 5 м/с и координату x0 = 0. Найти уравне-

ние движения точки, момент времени, когда ее скорость увели-

чится в 4 раза, а также пройденный за это время путь. 

Задача 3. Лодка с человеком, общий вес которых 1.47 кН, дви-

галась в спокойной воде. Когда человек перестал грести, скорость 

лодки была равна 2 м/с. Определить расстояние, которое пройдет 

лодка к моменту, когда ее скорость уменьшится в 4 раза, если со-

противление воды ее движению R = 40v (Н). 

 

В а р и а н т  9  

Задача 1. Вожатый трамвая, выключая постепенно реостат, 

увеличивает мощность вагонного двигателя так, что сила тяги 
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растет пропорционально времени: F = 1.2t (кН). Найти зависи-

мость пройденного пути от времени движения трамвая, если его 

масса 10000 кг, а начальная скорость равна нулю. Сила трения 

постоянна и составляет 0.02 веса трамвая. 

Задача 2. Материальная точка массы m = 2 кг движется вдоль 

оси х при наличии силы сопротивления F = 25(x + 1)
2
 (H). В на-

чальный момент она имела скорость v0 = 5 м/с и координату 

x0 = 0. Найти уравнение движения точки, момент времени, когда 

ее скорость уменьшится в 10 раз, а также путь, пройденный за это 

время. 

Задача 3. Шарик веса 0.05 Н вылетает вертикально вверх из 

пружинного пистолета со скоростью 10 м/с. Считая, что сопро-

тивление воздуха пропорционально первой степени скорости и 

равно 0.01 Н при скорости v = 1 м/с, определить максимальную 

высоту, на которую поднимется шарик, и время достижения этой 

высоты.  

В а р и а н т  1 0  

Задача 1. На точку веса 49 Н, которая двигалась по горизон-

тальной прямой, действовала постоянная сила 100 Н. В момент, 

когда скорость точки равнялась 20 м/с, на нее начала действовать 

еще сила сопротивления R =10t (Н). Какое расстояние пройдет 

точка за 6 с после начала действия силы сопротивления? Сколько 

времени должна действовать эта сила, чтобы скорость точки 

уменьшилась до нуля? 

Задача 2. Материальная точка массы m = 200 кг движется 

вдоль оси х  под действием силы F = 2e
2x

 (H). В начальный мо-

мент она имела скорость v0 = 0.1 м/с и координату x0 = 0. Найти 

уравнение движения точки, момент времени, когда ее скорость 

увеличится в 2 раза, а также путь, который она при этом пройдет. 

Задача 3. К моменту прекращения работы двигателя аэросани 

веса 5 кН приобрели скорость v0 = 144 км/ч. Сила сопротивления 

воздуха R = 2v
2
 (Н). Какое расстояние пройдут аэросани по гори-

зонтальной поверхности и какую будут иметь скорость через 10 с?  
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В а р и а н т  1 1  

Задача 1. Автомобиль массы m = 2000 кг движется по гори-

зонтальному прямолинейному участку дороги со скоростью v0= 

80 км/ч. В некоторый момент времени двигатель выключают. 

Считая, что сила сопротивления определяется формулой R = 20t
2
 

(Н), определить время и путь, пройденный автомобилем от мо-

мента выключения двигателя до остановки. 

Задача 2. Материальная точка массы m = 1 кг движется вдоль 

оси х  под действием силы F = 400(x + 1) (H). В начальный мо-

мент точка имела скорость v0 = 20 м/с и координату x0 = 0. Найти 

уравнение движения точки, момент времени, когда ее скорость 

увеличится в 2 раза, а также путь, который она при этом пройдет. 

Задача 3. Неподвижное в начальный момент времени тело ве-

са 80 Н падает в среде с сопротивлением R = 20v (Н). Определить 

максимальное значение скорости падения, а также время, про-

шедшее к моменту, когда скорость тела достигнет 0.99 ее макси-

мального значения, и расстояние, пройденное телом за это время. 

В а р и а н т  1 2  

Задача 1. На тело веса 100 Н, движущееся из состояния покоя 

вдоль  горизонтальной оси Ox, действуют вдоль этой же оси сила 

тяги F = 10t
3
 (Н) и постоянная сила трения, равная во время дви-

жения 0.5 Н. Определить момент времени, когда началось движе-

ние тела, и найти уравнение этого движения. Считать, что коэф-

фициенты трения покоя и скольжения равны. 

Задача 2. Материальная точка массы m = 2 кг движется вдоль 

оси х с начальной скоростью v0 = 0 из положения x0 = 1 м. На нее 

действует сила F = 800(x  1) (H). Найти уравнение движения 

точки и ее скорость в момент времени t = 2 c. 

Задача 3. Свободная материальная точка массы m = 4 кг, 

имеющая начальную скорость v0 = 50 м/с, движется прямолиней-

но. На точку действует только сила сопротивления R = 60v
1/2

 (Н). 

Определить время, прошедшее от начала движения точки до ос-

тановки, и путь, пройденный точкой. 
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В а р и а н т  1 3  

Задача 1. Автомобиль веса 10 кН движется по горизонтально-

му прямолинейному участку дороги со скоростью v0 = 60 км/ч. В 

некоторый момент двигатель выключают. Считая, что сопротив-

ление движению определяется формулой R = 20t
2
 (Н), определить 

время, за которое скорость автомобиля уменьшилась в 2 раза, и 

пройденный автомобилем путь от момента выключения двигателя. 

Задача 2. Материальная точка массы m = 10 кг с начальной 

скоростью v0 = 1 м/с движется вдоль оси х из положения x0 = 0. На 

нее  действует сила сопротивления F = 10e
2x

 (H). Найти уравне-

ние движения точки, момент времени, когда ее скорость умень-

шится в 2 раза, а также путь, который она пройдет за это время. 

Задача 3. Сила тяги винтов вертолета массы m = 4000 кг при 

вертикальном подъеме в 2 раза больше его веса. Сопротивление 

воздуха R = 200v (Н), где v – скорость подъема. Найти закон дви-

жения вертолета и определить предельно достижимую скорость 

вертолета. 

В а р и а н т  1 4  

Задача 1. Пуля вылетела из вертикального ствола винтовки со 

скоростью v0 и попала в самолет, летевший по горизонтали со 

скоростью v1 = 800 м/с на высоте h = 500 м и находившийся в мо-

мент выстрела на расстоянии 300 м от места попадания пули в 

самолет. Какова была начальная скорость пули? Сопротивлением 

воздуха пренебречь. 

Задача 2. Материальная точка массы m = 4 кг движется вдоль 

оси х  под действием силы F = 200(x + 1)
3
 (H). В начальный мо-

мент точка имела скорость v0 = 5 м/с и координату x0 = 0. Найти 

уравнение движения точки, момент времени, когда скорость точ-

ки увеличится в 3 раза, а также путь, который она пройдет за это 

время. 

Задача 3. Самолет массы m = 25000 кг в момент приземления 

имел скорость v0 = 50 м/с. Определить, какое расстояние он прой-

дет при выключенных моторах до момента времени, когда его 

скорость уменьшится в 5 раз, если суммарное сопротивление 

движению R = 10v
2
 (Н). 
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В а р и а н т  1 5  
Задача 1. Автомобиль массы m = 3000 кг движется со скоро-

стью 60 км/ч по горизонтальной прямолинейной дороге. Затем 
сила тяги двигателя увеличивается пропорционально времени: 
F = 200t (Н). Найти момент времени, когда скорость автомобиля 
увеличится в 2 раза и расстояние, которое он пройдет за это вре-
мя, если на него действует сила трения с коэффициентом трения 
f = 0.2. 

Задача 2. Материальная точка массы m = 1 кг движется вдоль 
оси х с начальной скоростью v0 = 5 м/с из положения x0 = 0. На 

нее  действует сила сопротивления F = 100(x + 2)
3
 (H). Найти 

уравнение движения точки, момент времени, когда ее скорость 
уменьшится в 5 раз, а также путь, который она пройдет за это 
время. 

Задача 3. На тело массы m = 4 кг, принимаемое за материаль-
ную точку, действуют сила F = 100 (Н) и сила сопротивления 

R = v, где  = 10 (Н с)/м. Найти закон движения тела, а также его 
максимальную скорость, если в начальный момент его скорость 
равна 2 м/с. Считать, что точка движется вдоль горизонтальной 
прямой. 

В а р и а н т  1 6  
Задача 1. Материальная точка массы m = 2 кг прямолинейно 

движется под действием силы F = 20sin(πt/12) (Н). В начальный 
момент точка имела скорость v0 = 20 м/с. Найти уравнение дви-
жения точки и скорость, которую она будет иметь в момент вре-
мени t = 4 c. 

Задача 2. Материальная точка массы m = 2 кг прямолинейно 
движется под действием силы F = 0.24(x + 1)

5
 (H). В начальный 

момент точка имела скорость v0 = 0.2 м/с и координату x0 = 0. 
Найти уравнение ее движения, момент времени, когда скорость 
точки увеличится в 5 раз, а также путь, который она пройдет за 
это время. 

Задача 3. Парусная лодка веса 2500 Н двигалась со скоростью 
2 м/с. После снятия паруса она движется, преодолевая сопротив-
ление воды R = 40v (Н), где v – скорость лодки, м/с. Определить 
время, в течение которого скорость лодки уменьшится в 100 раз, 
и расстояние, которое она пройдет за это время. 
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В а р и а н т  1 7  

Задача 1. Вожатый трамвая, выключая постепенно реостат, 

увеличивает мощность вагонного двигателя так, что сила тяги 

возрастает по закону F = 0.8t
2
 (кН). Найти момент начала движе-

ния и зависимость пройденного пути от времени движения вагона 

при следующих данных: масса вагона 8000 кг, сопротивление 

трения  постоянно и составляет 0.05 веса вагона, а начальная ско-

рость равна нулю. 

Задача 2. Материальная точка массы m = 1 кг движется вдоль 

оси x под действием силы F = 50(x + 1)
5
 (H). В начальный мо-

мент она имела скорость v0 = 5 м/с и координату x0 = 0. Найти 

уравнение движения точки, момент времени, когда ее скорость 

уменьшится в 5 раз, а также путь, который она пройдет за это 

время. 

Задача 3. В момент, когда гоночный автомобиль веса 9.81 кН 

пересекает финиш со скоростью 300 км/ч, водитель выключает 

двигатель. Учитывая силу сопротивления воздуха R = v
2
, где 

 = 0.05 (Н с
2
)/м

2
, определить время, прошедшее к моменту, когда 

скорость автомобиля уменьшилась в 5 раз, и расстояние, которое 

автомобиль прошел за это время. 

В а р и а н т  1 8  

Задача 1. Тяга двигателя ракеты при вертикальном старте 

возрастает по закону F = 2.5t (кН), масса ракеты 5000 кг. Считая 

силу тяжести постоянной и пренебрегая сопротивлением воздуха, 

найти закон движения ракеты на начальном этапе движения. 

Задача 2. Материальная точка массы m = 0.1 кг движется 

вдоль оси x под действием силы F = 15(x + 0.5)
2
 (H). В начальный 

момент она имела скорость v0 = 10 м/с и координату x0 = 0.5 м. 

Найти уравнение движения точки, момент времени, когда ее ско-

рость увеличится в 2 раза, а также путь, который она пройдет за 

это время. 

Задача 3. Сила тяги мотора катера Q = 4 кН, а сопротивление 

воды R = 50v (Н). Определить закон движения катера и предель-

ную скорость, которую он может достичь, если движение начина-

ется из состояния покоя, а масса катера 2500 кг. 
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В а р и а н т  1 9  

Задача 1. Точка веса 49 Н двигалась под действием постоян-

ной силы тяги 100 Н по горизонтальной прямой. В момент, когда 

скорость точки достигла 10 м/с, на нее начала действовать еще 

одна сила того же направления F =10t (Н). Какое расстояние 

пройдет точка за первые 10 с после начала действия второй силы? 

Сколько времени должна действовать эта сила, чтобы скорость 

точки увеличилась в 5 раз? 

Задача 2. Материальная точка массы m = 1 кг движется вдоль 

оси x под действием силы F = 18(x + 4)
2
 (H). В начальный мо-

мент она имела скорость v0 = 3 м/с и координату x0 = 0. Найти 

уравнение движения точки, момент времени, когда ее скорость 

уменьшится в 3 раза, а также путь, который она пройдет за это 

время. 

Задача 3. Лодка веса 2 кН  двигалась со скоростью 2.5 м/с. 

Определить расстояние, которое пройдет лодка к моменту, когда 

скорость лодки уменьшится в 5 раз, если сила сопротивления во-

ды R = 5v
2
 (Н). 

В а р и а н т  2 0  

Задача 1. Автомобиль массы m = 5000 кг движется по гори-

зонтальному прямолинейному участку дороги со скоростью 

v0 = 90 км/ч. В некоторый момент времени двигатель выключают. 

Считая, что сопротивление движению определяется формулой 

R = 30t
2
 (Н), найти время, за которое скорость автомобиля умень-

шилась в 3 раза, и пройденный автомобилем путь от момента вы-

ключения двигателя. 

Задача 2. Материальная точка массы m = 25 кг прямолинейно 

движется вдоль оси x  под действием силы F = e
8x

 (H). В началь-

ный момент она имела скорость v0 = 0.1 м/с и координату x0 = 0. 

Найти уравнение движения точки, момент времени, когда ее ско-

рость увеличится в 10 раз, а также путь, пройденный за это время. 

Задача 3. Шарик веса 0.1 Н вылетает вертикально вверх из 

пружинного пистолета со скоростью 10 м/с. Считая, что сопро-

тивление воздуха R = 0.05v (Н), определить максимальную высо-

ту, на которую поднимется шарик, и время достижения этой вы-
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соты. На сколько увеличится максимальная высота подъема, если 

не учитывать сопротивление воздуха? 

В а р и а н т  2 1  

Задача 1. Автомобиль с выключенным двигателем начинает 

подниматься по негладкой наклонной плоскости, составляющей 

угол  = 30  с горизонтом. В начальный момент скорость авто-

мобиля v0 = 25 м/с. Коэффициент трения f = 0.2. Какой путь прой-

дет автомобиль до остановки? 

Задача 2. Материальная точка массы m = 2 кг движется вдоль 

оси x под действием силы F = 200(x + 2) (H). В начальный момент 

точка имела скорость v0 = 20 м/с и координату x0 = 0. Найти урав-

нение движения точки, момент времени, когда ее скорость увели-

чится в 5 раз, а также пройденный за это время путь. 

Задача 3. К моменту прекращения работы двигателя аэросани 

веса 4 кН приобрели скорость v0 = 120 км/ч. Сила сопротивления 

воздуха R = 4v
2
 (Н). Какое расстояние пройдут аэросани по гори-

зонтальной поверхности до момента времени, когда их скорость 

уменьшится в 10 раз? 

В а р и а н т  2 2  

Задача 1. Пуля вылетела из вертикального ствола винтовки со 

скоростью v0 = 800 м/с и попала в самолет, летевший по горизон-

тали со скоростью v1 = 700 м/с на высоте h = 500 м. На каком рас-

стоянии от места попадания пули был самолет в момент выстре-

ла? Сопротивлением воздуха пренебречь. 

Задача 2. Материальная точка массы m = 1 кг движется вдоль 

оси x под действием силы F = 25(x + 2) (H). В начальный момент 

точка имела скорость v0 = 5 м/с и координату x0 = 3 м. Найти 

уравнение движения точки и ее скорость в момент времени t = 2 c. 

Задача 3. Неподвижное в начальный момент времени тело ве-

са 100 Н падает в некоторой среде по вертикали. Считая, что со-

противление среды R = 40v (Н), определить максимальное значе-

ние скорости падения, время, прошедшее к моменту, когда ско-

рость тела достигнет 0.8 ее максимального значения, и расстоя-

ние, пройденное телом за это время. 
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В а р и а н т  2 3  

Задача 1. Хоккеист сообщает шайбе прямолинейное движе-

ние. Чему была равна начальная скорость шайбы, если она про-

шла до остановки 60 м? За какое время шайба прошла это рас-

стояние, если коэффициент трения шайбы о лед f = 0.1? Сопро-

тивлением воздуха пренебречь. 

Задача 2. Материальная точка массы m = 2 кг движется вдоль 

оси х под действием силы F = 32e
8x 

(H). В начальный момент 

она имела скорость v0 = 2 м/с и координату x0 = 0. Найти уравне-

ние движения точки, момент времени, когда скорость точки 

уменьшится в 2 раза, а также путь, который она пройдет за это 

время. 

Задача 3. Свободная материальная точка массы m = 5 кг, име-

ющая начальную скорость v0 = 100 м/с, движется прямолинейно. 

На нее действует только сила сопротивления R = 50 v
1/2

 (Н). Оп-

ределить время, прошедшее от начала движения точки до оста-

новки, и путь, пройденный точкой. 

В а р и а н т  2 4  

Задача 1. Вагон массы m = 500 кг двигался по горизонтально-

му прямолинейному участку дороги с начальной скоростью v0= 

20 м/с. Затем на него начала действовать сила сопротивления 

R = 20t
2
 (Н). Определить время и путь, пройденный вагоном до 

остановки. 

Задача 2. Материальная точка массы m = 0.5 кг движется 

вдоль оси х  под действием силы F = 100(x + 0.2)
3
 (H). В началь-

ный момент она имела скорость v0 = 0.4 м/с и координату x0 = 0. 

Найти уравнение движения точки, момент времени, когда ее ско-

рость увеличится в 5 раз, а также путь, который она пройдет за 

это время. 

Задача 3. Сила тяги винтов вертолета массы m = 3000 кг при 

его вертикальном подъеме в 3 раза больше его веса. Сопротивле-

ние воздуха R = 100v (Н), где v – скорость подъема. Считая на-

чальную скорость v0 = 0, найти закон движения вертолета и опре-

делить его предельно достижимую скорость подъема.  



 48 

В а р и а н т  2 5  

Задача 1. Автомобиль веса 9.81 кН движется со скоростью 

60 км/ч по горизонтальной прямолинейной дороге. Затем сила тя-

ги двигателя непрерывно увеличивается пропорционально време-

ни: F = 200t (Н). Найти скорость автомобиля через 5 с и расстоя-

ние, которое он пройдет за это время, если на него действует по-

стоянная сила трения с коэффициентом трения f = 0.2. 

Задача 2. Материальная точка массы m = 10 кг движется вдоль 

оси х под действием силы F = 250x
3
 (H). В начальный момент 

точка имела скорость v0 = 5 м/с и координату x0 = 1 м. Найти 

уравнение движения точки, момент времени, когда скорость точ-

ки уменьшится в 5 раз, а также путь, который она пройдет за это 

время. 

Задача 3. Движение планера массы m = 250 кг происходит по 

горизонтальной прямой. Принимая силу сопротивления воздуха в 

свободном полете планера R = 8v
2
 (Н), определить расстояние, 

которое пролетит планер за 10 с от момента времени, когда его 

скорость была равна 100 м/с. 

В а р и а н т  2 6  

Задача 1. Материальная точка массы m = 4 кг  движется пря-

молинейно под действием силы F = 20cos(πt/6) (Н). В начальный 

момент она имела скорость v0 = 20 м/с. Найти уравнение движе-

ния точки и ее скорость в момент времени t = 3 c. 

Задача 2. Материальная точка массы m = 0.25 кг движется 

вдоль оси х под действием силы F = 0.48(x + 0.5)
5
 (H). В началь-

ный момент точка имела скорость v0 = 0.1 м/с и координату x0 = 0. 

Найти уравнение движения точки, момент времени, когда ее ско-

рость увеличится в 5 раз, а также пройденный за это время путь. 

Задача 3. Свободная материальная точка массы m = 10 кг, 

имеющая начальную скорость v0 = 100 м/с, движется прямоли-

нейно. На нее действует только сила сопротивления R = 90v
1/3

 (Н). 

Определить время, прошедшее от начала движения точки до ос-

тановки, и пройденный ею путь. 
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В а р и а н т  2 7  

Задача 1. Тяга двигателя ракеты при вертикальном старте воз-

растает согласно закону F = 2.5t
2
 (кН), масса ракеты 10000 кг. 

Считая силу тяжести постоянной и пренебрегая сопротивлением 

воздуха найти закон движения ракеты. 

Задача 2. Материальная точка массы m = 0.1 кг движется 

вдоль оси х под действием силы F = 5(x + 0.5)
5
 (H). В началь-

ный момент точка имела скорость v0 = 5 м/с и координату 

x0 = 0.5 м. Найти уравнение движения точки, момент времени, ко-

гда ее скорость уменьшится в 5 раз, а также путь, который она 

пройдет за это время. 

Задача 3. Самолет массы m = 10000 кг в момент приземления 

имел скорость v0 = 150 м/с. Определить, какое расстояние он 

пройдет и какую будет иметь скорость через 10 с при выключен-

ных моторах, если суммарное сопротивление движению R = 10v
2
 

(Н). 

В а р и а н т  2 8  

Задача 1. Тяжелая точка поднимается по негладкой наклонной 

плоскости, составляющей угол  = 45  с горизонтом. В началь-

ный момент ее скорость v0 = 25 м/с. Коэффициент трения f = 0.1. 

Какой путь пройдет точка до остановки? За какое время точка 

пройдет этот путь? 

Задача 2. Материальная точка массы m = 2 кг движется вдоль 

оси х под действием силы F = 3(x + 4)
2
 (H). В начальный момент 

точка имела скорость v0 = 8 м/с и координату x0 = 0. Найти урав-

нение движения точки, момент времени, когда ее скорость увели-

чится в 2.5 раза, а также путь, который она пройдет за это время. 

Задача 3. На тело массы m = 10 кг, принимаемое за матери-

альную точку, действует постоянная сила F = 250 (Н) и сила со-

противления R = 10v (Н). Найти закон движения тела, если в на-

чальный момент его скорость была равна нулю. Движение счи-

тать проходящим по горизонтальной прямой. 

В а р и а н т  2 9  

Задача 1. На тело веса 250 Н, движущееся из состояния покоя 

по горизонтальной прямой, действуют горизонтальная сила 
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F = 25t (Н) и постоянная сила трения, равная во время движения 

0.25 Н. Определить момент времени, когда началось движение 

тела, и найти уравнение этого движения. 

Задача 2. Материальная точка массы m = 0.5 кг движется 

вдоль оси х под действием силы F = (x + 3)
2
(H). В начальный 

момент точка имела скорость v0 = 1 м/с и координату x0 = 1 м. 

Найти уравнение движения точки, момент времени, когда ее ско-

рость уменьшится в 2 раза, а также путь, который она пройдет за 

это время. 

Задача 3. Парусная лодка веса 1000 Н двигалась со скоростью 

2.5 м/с. После снятия паруса лодка движется, преодолевая сопро-

тивление воды R = 50v (Н), где v – скорость лодки, м/с. Опреде-

лить время, в течение которого скорость лодки уменьшилась в 3 

раза, и расстояние, которое она прошла за это время. 

В а р и а н т  3 0  

Задача 1. Автомобиль веса 20 кН движется по горизонтально-

му прямолинейному участку дороги со скоростью v0 = 60 км/ч. В 

некоторый момент времени двигатель выключают. Считая, что 

сопротивление движению определяется формулой R = 20t
2
 (Н), 

определить время, за которое скорость автомобиля уменьшилась 

в 3 раза, и пройденный автомобилем путь от момента выключе-

ния двигателя. 

Задача 2. Материальная точка массы m = 2.5 кг движется 

вдоль оси х под действием силы, изменяющейся по закону 

F = 0.1e
2x

 (H). В начальный момент она имела скорость 

v0 = 0.2 м/с и координату x0 = 0. Найти уравнение движения точ-

ки, момент времени, когда скорость точки увеличится в 5 раз, а 

также путь, который она пройдет за это время. 

Задача 3. В момент, когда гоночный автомобиль веса 10 кН 

пересекает финиш со скоростью 400 км/ч, водитель выключает 

двигатель. Учитывая силу сопротивления  воздуха R = v
2
, где 

 = 0.1 (Н с
2
)/м

2
, определить время, прошедшее к моменту, когда 

скорость автомобиля уменьшилась в четыре раза, и расстояние, 

которое автомобиль прошел за это время. 
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Пример 1. Найти закон 

движения материальной точки 

массы m, движущейся вдоль 

оси х под действием постоян-

ной по модулю силы F 

(рис. 8.1) при начальных условиях: 0xx , 0vv  при 0t . 

Решение. Составим дифференциальное уравнение движения 

точки в проекции на ось х: Fmv . Интегрируя это уравнение, 

находим: 1)/(v CtmF . Постоянная 1C  определяется из на-

чального условия для скорости и равна 01 vC . Окончательно 

tmF0vv . 

Далее, учитывая, что v = dx/dt, приходим к дифференциальному 

уравнению: tmFx 0v , интегрируя которое методом разде-

ления переменных, получаем 

2
2

0 2v CtmFtx . 

Постоянную 2C  определяем из начального условия для коорди-

наты точки. Она равна 02 xC . Следовательно, закон движения 

точки имеет вид 

   2 
0 0 2 t m F t x x    v . 

 

Пример 2. Груз веса Р начинает двигаться из состояния покоя 

вдоль гладкой горизонтальной плоскости под действием силы 

F = kt. Найти закон движения груза. 

Решение. Выберем начало отсчета системы координат О в 

начальном положении груза и 

направим ось х в сторону дви-

жения (рис. 8.2). Тогда началь-

ные условия имеют вид: при 

x(t = 0) = 0, v(t = 0) = 0. На груз 

действуют силы F, P и сила ре-

акции плоскости N. Проекции 

этих сил на ось х имеют значе-

ния Fx = F = kt, Рx = 0, Nx = 0, 

Рис. 8.1 

O 

x0 

M F  

x 

Рис. 8.2 

N  

F  

P  

O x 
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поэтому соответствующее уравнение движения можно записать 

так: ktgP v)/(  . Разделяя переменные в этом 

ном уравнении и затем интегрируя, получим: v = gkt
2
/2P + C1. 

Подставляя начальные данные (v(0) = 0), находим, что C1 = 0, и 

получаем закон изменения скорости  v Pgktx 2/2 . 

Последнее выражение, в свою очередь, является дифференци-

альным уравнением, интегрируя которое найдем закон движения 

материальной точки: 2

36 СktPgx . Входящую сюда посто-

янную определяем из второго начального условия х(0) = 0. Легко 

убедиться, что 02C . Окончательно 

36 ktPgx . 

 

Пример 3. На груз, находящийся в покое на горизонтальной 

гладкой плоскости (см. рис. 8.2) на расстоянии a от начала коор-

динат, начинает действовать в положительном направлении оси x 

сила F = k
2
(P/g)x, где Р – вес груза. Найти закон движения груза. 

Решение. Уравнение движения рассматриваемого груза (ма-

териальной точки) в проекции на ось х  

x
g

P
k

dt

d

g

P 2v
.                                    (8.1) 

Начальные условия уравнения (8.1) имеют вид: при x(t = 0) = a, 

v(t = 0) = 0. 

Входящую в уравнение (8.1) производную по времени от ско-

рости представим так 

xxt

x

xt d

dv

2

1

d

dv
v

d

d

d

dv

d

dv 2

. 

Подставляя это выражение в уравнение (8.1) и сокращая на (P/g), 

получим 

xk
dx

d 2
2v

2

1
. 

Разделяя переменные в последнем уравнении, находим, что  

xdxkd 22 2v . Интегрируя последнее, имеем: 1

222v Cxk . 
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Используя начальные условия 1

222 )0()0(v Cxk , получаем 

22

1 akC , и, следовательно, 

2222v axk ,       
22v axk .   (8.2) 

Поскольку сила действует на груз в положительном направ-

лении оси х, то ясно, что в том же направлении он должен и дви-

гаться. Поэтому в решении (8.2) следует выбрать знак "плюс".  

Заменяя дальше во втором выражении (8.2) v  на dtdx , получа-

ем дифференциальное уравнение для определения закона движе-

ния груза. Откуда, разделяя переменные, имеем 

kdt
ax

dx

22
. 

Интегрируя последнее, находим: 2/arcch Cktax . После на-

хождения постоянной 2C  окончательно получаем 

ktax /arcch  или ktax ch ktkt ee
a

2
. 

 

Пример 4. Шар M массы m падает без 

начальной скорости под действием силы 

тяжести. При падении шар испытывает со-

противление R = v, где  – постоянный ко-

эффициент сопротивления. Найти закон 

движения шара. 

Решение. Введем систему координат с 

началом в точке местоположения шара при 

t = 0, направив ось у вертикально вниз 

(рис. 8.3). Дифференциальное уравнение 

движения шара в проекции на ось у имеет 

тогда вид 

                   vv mgm .   (8.3) 

Начальные условия для шара записываются 

так:  y(t = 0) = 0, v(t = 0) = 0. 

Разделяя переменные в уравнении (8.3) 
Рис. 8.3 

F 

P 

O 

y 

M 

y 
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 ndt g/n d –   1 
v) v(  

и интегрируя, находим: Cntng vln , где mn . Или 

после нахождения постоянной 

nt
ng

ng v
ln    или 

nte
n

g
1v .    (8.4) 

Отсюда следует, что предельная скорость, т.е. скорость при 

t , равна ng
t

vlim . 

Чтобы найти закон движения, заменим в уравнении (8.4) v на 

dy/dt. Тогда, интегрируя полученное уравнение с учетом началь-

ного условия, окончательно находим 

nte
n

g
t

n

g
y 1

2
. 

 

9. Задание 2. Динамика криволинейного движения 

материальной точки 

Данное задание состоит из одной задачи. В некоторых зада-

чах используется понятие "плавучесть", означающее разность 

между подъемной силой Архимеда и силой тяжести. 

В а р и а н т  1  

Подводная лодка, не имевшая хода, получив небольшую пла-

вучесть р = 0.01mg, начинает подниматься с глубины 100H  м. 

При этом начавший работать двигатель обеспечивает постоянную 

горизонтальную силу тяги mgT 01,0 . Силу сопротивления при-

нять пропорциональной первой степени скорости V  и равной 

VR m1,0 . Определить траекторию лодки и расстояние, прой-

денное ею по горизонтали к моменту всплытия. 

В а р и а н т  2  

Определить закон движения x (t), y (t) тяжелой материальной 

точки M массы m = 5 кг, притягиваемой к неподвижному центру 
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O силой, прямо пропорциональной расстоянию до него. Движе-

ние происходит в пустоте, сила притяжения OMF mk 2
, 

k = 20 с
–1

. Ускорение свободного падения g = 9,8 м/с
2
. В началь-

ный момент времени ( 0t ) 00x , vx0 = 200 м/с,   м 50 0   b y , 

0v 0y . Ось Ox горизонтальна, а ось Oy направлена по вертикали 

вверх. 

В а р и а н т  3  

Подводная лодка, не имевшая хода, находилась в надводном 

положении на расстоянии 100H  м от дна. Получив отрица-

тельную плавучесть р = 0.1mg, она начинает уходить от преследо-

вания на очень тихом ходу, который обеспечивается малой посто-

янной горизонтальной силой тяги двигателя T = 0.001mg. Гори-

зонтальной компонентой силы сопротивления можно пренебречь, а 

ее вертикальную составляющую принять равной R = –0.05mgV 2

у , 

где yV  – вертикальная скорость погружения лодки. Определить 

закон движения лодки и расстояние, пройденное ею по горизон-

тали к моменту, когда она ляжет на дно. 

В а р и а н т  4  

Точка M массы m = 5 кг движется под действием силы оттал-

кивания от неподвижного центра O, изменяющейся по закону 

rF mk 2
, где k = 20 c

–1
, r – радиус-вектор точки. В начальный 

момент точка M имела координаты M0 (a,0), a = 24 м, и скорость 

v0 с проекциями vx0 = 0, vy0 = 4 м/с. Определить закон движения и 

траекторию точки M. Силой тяжести Земли пренебречь. 

В а р и а н т  5  

Подводная лодка, не имевшая хода, получив небольшую по-

ложительную плавучесть р = 0.001mg, начинает подниматься с 

глубины 150H  м. При этом начавший работать двигатель 

обеспечивает постоянную горизонтальную силу тяги mgT . 

Вертикальной компонентой силы сопротивления можно пренеб-

речь, а ее горизонтальную составляющую принять равной 
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20.1 xR mV , где xV  – горизонтальная скорость лодки. Опреде-

лить траекторию движения лодки и расстояние, пройденное ею по 

горизонтали к моменту всплытия. 

В а р и а н т  6  

Подводная лодка, двигавшаяся в надводном положении c ма-

лой скоростью U0 = 0.5 м/с, получив отрицательную плавучесть 

р = 0.5mg, начала срочное погружение с выключенными двигате-

лями. Горизонтальной компонентой силы сопротивления можно 

пренебречь, а ее вертикальную составляющую принять равной 
20.05 yR mV , где yV  – вертикальная скорость погружения лод-

ки. Определить закон движения лодки и расстояние, пройденное 

ею по горизонтали к моменту, когда она погрузится на глубину 

150H  м. 

В а р и а н т  7  

Телу M массы m = 8 кг, принимаемому за материальную точ-

ку и находящемуся на гладкой наклонной плоскости с углом на-

клона к горизонту  = 30  (рис. 9.1), 

сообщена начальная скорость 

v0 = 18 м/с, направленная под углом 

 = 45  к оси x и лежащая в плоскости 

ху. Ось y горизонтальна. Ускорение 

свободного падения g = 9.8 м/с
2
. Оп-

ределить закон движения тела по на-

клонной плоскости x (t), y (t). 

 

В а р и а н т  8  

Подводная лодка, двигавшаяся в надводном положении со 

скоростью U0 = 0.5 м/с, получив отрицательную плавучесть 

р = 0.1mg, начала погружение с выключенными двигателями. Си-

лу сопротивления принять пропорциональной первой степени 

скорости V  и равной R = –0.05mV. Определить траекторию дви-

жения лодки и расстояние, пройденное ею по горизонтали к мо-

менту, когда она погрузится на глубину 150H  м. 

x 

y 
vo 

Рис. 9.1 

α 

β 
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В а р и а н т  9  

Наибольшая горизонтальная дальность полета снаряда 

lmax = 3.5  10
4
 м

 
 достигается при угле бросания αmax по отношению 

к горизонту. Определить, чему равны начальная скорость снаряда 

v0 и αmax. Ускорение свободного падения g = 9.8 м/с
2
. Сопротив-

лением воздуха пренебречь. Начальная скорость снаряда v0 при 

вылете из канала ствола орудия фиксирована. 

В а р и а н т  1 0  

Береговое орудие, расположенное на высоте 150H  м над 

уровнем моря, стреляет снарядами, имеющими при вылете из 

ствола скорость U0 = 1500 м/с. Определить дальность поражения 

цели при горизонтальном выстреле и закон движения снаряда x 

(t), y (t), если вертикальной компонентой силы сопротивления 

можно пренебречь, а ее горизонтальную составляющую принять 

равной 20.1 xR mV , где xV – горизонтальная скорость снаряда. 

В а р и а н т  1 1  

Определить закон движения x (t), y (t) материальной точки M 

массы m = 8 кг, притягиваемой к неподвижному центру O силой, 

прямо пропорциональной расстоянию до него. Движение проис-

ходит в пустоте, сила притяжения равна OMF mk 2
, k = 12 c

–1
. 

В начальный момент времени ( 0t ) х0 = 18 м, 0v 0x , 00y , 

vy0 = 6 м/с. Силой тяжести Земли пренебречь. 

В а р и а н т  1 2  

Материальная точка массы m движется по гладкой горизон-

тальной плоскости Oxy под действием силы, направленной парал-

лельно оси x . Модуль силы изменяется по закону 23tF . На-

чальная скорость 5v0  м/с направлена под углом  (  < /2) к 

линии действия силы. Получить уравнение траектории точки y (x). 
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В а р и а н т  1 3  

Точка M массы m = 8 кг движется под действием силы оттал-

кивания от неподвижного центра O, изменяющейся по закону 

rF mk 2
, где k = 12 c

–1
, r – радиус-вектор точки. Ускорение сво-

бодного падения g = 9.8 м/с
2
. В начальный момент времени 

( 0t ) х0 = 20 м, 0v 0x , 00y , vy0 = 50 м/с. Ось Ox горизон-

тальна, а ось Oy направлена по вертикали вверх. Определить за-

кон движения x (t), y (t) и траекторию y (x) точки M. 

В а р и а н т  1 4  

Материальная точка массы m движется по гладкой горизон-

тальной плоскости Oxy под действием силы, направленной парал-

лельно оси у
 
(см. рис. 9.1). Модуль силы изменяется по закону 

34tF . Начальная скорость 5v0  м/с направлена перпендику-

лярно к линии действия силы. Найти закон движения x (t), y (t) и 

уравнение траектории точки y = y (x). 

В а р и а н т  1 5  

Телу M массы m = 20 кг, принимаемому за материальную 

точку и находящемуся на гладкой наклонной плоскости с углом 

наклона к горизонту  = 60  (см. рис. 9.1), сообщена начальная 

скорость, v0 = 2 м/с, направленная под углом  = 30  с осью x, ле-

жащая в плоскости ху. Ось y горизонтальна. Ускорение свободно-

го падения g = 9.8 м/с
2
. Определить закон движения тела по на-

клонной плоскости x (t), y (t). 

В а р и а н т  1 6  

При угле бросания  = 60  по отношению к горизонту снаряд 

имеет горизонтальную дальность полета l = 2.8  10
4
 м. Опреде-

лить, чему при этом равна начальная скорость снаряда v0. Найти 

также горизонтальную дальность и  максимальную высоту траек-

тории при угле бросания 30 . Ускорение свободного падения 

g = 9.8 м/с
2
. Сопротивлением воздуха пренебречь. Начальная ско-

рость снаряда v0 при вылете из канала ствола орудия фиксирована. 
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В а р и а н т  1 7  

Определить закон движения x (t), y (t) тяжелой материальной 

точки M массы m = 6 кг, притягиваемой к неподвижному центру 

O силой, прямо пропорциональной расстоянию до него. Движе-

ние происходит в пустоте, сила притяжения равна OMF mk 2
, 

k = 8 c
–1

. Ускорение свободного падения g = 9.8 м/с
2
. В начальный 

момент времени ( 0t ) х0 = 24 м, 0v 0x , у0 = 40 м, 0v 0y . Ось 

Ox горизонтальна, а ось Oy направлена по вертикали вверх. 

В а р и а н т  1 8  

Точка M массы m = 4 кг движется под действием силы оттал-

кивания от неподвижного центра O, изменяющейся по закону 

rF mk 2
, где k = 10 c

–1
, r – радиус-вектор точки. Ускорение сво-

бодного падения g = 9.8 м/с
2
. В начальный момент времени 

( 0t )  х0 = 2 м, vх0 = 4 м/с, 00y , 0v 0y . Ось Ox горизонталь-

на, а ось Oy направлена по вертикали вверх. Определить закон 

движения x (t), y (t) и траекторию y (x) точки M. 

В а р и а н т  1 9  

Парашютист массы m  падает с раскрытым парашютом на 

Землю в спокойном воздухе вертикально с установившейся по-

стоянной скоростью 5v0  м/с. На высоте 100h м над поверх-

ностью Земли он, натянув стропы, приобретает горизонтальную 

скорость 20u  м/с. Определить величину горизонтального от-

клонения парашютиста от первоначального направления его дви-

жения в момент приземления и закон его движения, если при 

дальнейшем спуске он удерживает стропы в том же положении. 

Горизонтальная компонента силы сопротивления, действующая 

на парашютиста в воздушном потоке, Rx = –0.01mVx, где xV  – го-

ризонтальная скорость парашютиста. Изменением вертикальной 

компоненты силы сопротивления, вызванной наклоном купола 

парашюта, пренебречь. 
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В а р и а н т  2 0  

Стартуя с поверхности Земли, реактивный снаряд массы 

100M  кг движется в течение первых 10 с под действием силы 

тяги HF 5000 , направленной под углом 4/  к горизонту 

)sin( MgF . Затем сила тяги отключается. Определить траек-

торию движения снаряда и его дальность полета. Силой сопро-

тивления воздуха пренебречь. 

В а р и а н т  2 1  

Телу M массы m = 28 кг, принимаемому за материальную 

точку и находящемуся на гладкой наклонной плоскости с углом 

наклона к горизонту  = 45  (см. рис. 9.1), сообщена в плоскости 

ху начальная скорость v0 = 34 м/с, направленная под углом  = 30  

к оси x. Ось y горизонтальна. Ускорение свободного падения 

g = 9.8 м/с
2
. Определить закон движения тела по наклонной плос-

кости x (t), y (t). 

В а р и а н т  2 2  

Подводная лодка, не имевшая хода, получив небольшую по-

ложительную плавучесть p = 0.01mg, начинает подниматься с 

глубины 100H м. При этом начавший работать двигатель обес-

печивает постоянную горизонтальную силу тяги Т = 0.01mg. Вер-

тикальной компонентой силы сопротивления можно пренебречь, 

а ее горизонтальную составляющую принять равной R = –0.01mVx, 

где xV  – горизонтальная скорость лодки. Определить траекторию 

движения лодки y (x) и расстояние, пройденное ею по горизонтали 

к моменту всплытия. 

В а р и а н т  2 3  

При угле бросания 0 = 42
 
по отношению к горизонту сна-

ряд имеет горизонтальную дальность полета l( 0) = 3.8  10
4
 м. 

Определить, чему равна начальная скорость снаряда v0 при выле-

те из канала ствола орудия. Найти также горизонтальную даль-

ность полета снаряда и время полета снаряда до цели при угле 

бросания 0 = 35 . Ускорение свободного падения g = 9.8 м/с
2
. 
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Сопротивлением воздуха пренебречь. Начальная скорость снаря-

да v0 при вылете из канала ствола орудия фиксирована. 

В а р и а н т  2 4  

Определить угол наклона α ствола орудия к горизонту, чтобы 

поразить цель, обнаруженную на той же горизонтальной плоско-

сти, что и орудие, на расстоянии l = 3.2  10
4
 м. Дополнительно 

определить максимальную высоту траектории и время полета 

снаряда до цели. Начальная скорость снаряда v0 = 600 м/с. Уско-

рение свободного падения g = 9.8 м/с
2
. Сопротивлением воздуха 

пренебречь. 

В а р и а н т  2 5  

Определить зависимость горизонтальной дальности полета 

снаряда l (α), максимальной высоты его траектории h (α) и време-

ни полета τ (α) от угла наклона α ствола орудия к горизонту. Най-

ти также значения этих величин для 0 = 38 . Начальная скорость 

снаряда v0 = 980 м/с. Ускорение свободного падения g = 9.8 м/с
2
. 

Сопротивлением воздуха пренебречь. 

В а р и а н т  2 6
*  

Воздушный шар массы m под действием выталкивающей си-

лы F = 1.1mg начинает подъем. Горизонтальная компонента силы 

сопротивления воздуха пропорциональна квадрату горизонтальной 

компоненты скорости шара относительно воздуха: Rx = –0.1mV 2

x , 

где xV  – его горизонтальная относительная скорость. Вертикаль-

ной компонентой силы сопротивления воздуха пренебречь. Опре-

делить закон движения шара x (t), y (t), если дует горизонтальный 

ветер со скоростью 100u м/с. 

В а р и а н т  2 7
*  

Тело M массы m = 8 кг находится под действием двух сил 

притяжения MOF 1

2

1 mk , MOF 2

2

2 mk , k = 20 c
–1

 направ-

ленных к двум неподвижным центрам O1 (–a,0) и O2 (a,0), 

a = 24 м. Движение начинается в точке A0 (–2a,0) со скоростью 
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0v 0x , vу0 = 18 м/с. Определить закон движения x (t), y (t) и тра-

екторию y (x) точки M. Найти моменты времени, когда она пере-

секает ось Ox, и вычислить ее координаты в эти моменты време-

ни. Силой тяжести Земли пренебречь. 

В а р и а н т  2 8
*  

Тело M массы m = 2 кг находится под действием двух сил 

притяжения MOF 1

2

1 mk , MOF 2

2

2 mk , k = 120 c
–1

, на-

правленных  к  двум  неподвижным  центрам O1 с координатами 

(–a,0) и O2 (a,0), а = 12 м. Ускорение свободного падения 

g = 9.8 м/с
2
. Движение начинается в точке A0 (2a,0) со скоростью 

0v 0x , vу0 = 12 м/с. Ось Ox горизонтальна, а ось Oy направлена 

по вертикали вверх. Определить закон движения x (t), y (t) и тра-

екторию y (x) точки M. Найти моменты времени, когда она пере-

секает ось Ox, и вычислить ее координаты в эти моменты времени. 

В а р и а н т  2 9
*  

Материальная точка M массы m  движется в вертикальной 

плоскости под действием силы тяжести, постоянной горизонталь-

ной силы тяги F = 0.1mg, силы сопротивления R = –0.1mV, где V  

– скорость точки, и вертикальной подъемной силы Q = 2mvx, где 

xv  – горизонтальная скорость точки. Получить закон движения 

точки вдоль вертикальной оси y , если в начальный момент вре-

мени )0(t  ее положение совпадало с началом системы коорди-

нат, а ее начальная скорость горизонтальна и равна 5v0  м/с. 

В а р и а н т  3 0
*  

Тело массы m  на высоте 500H  м над поверхностью Земли 

имело скорость 7v0  м/с, направленную вертикально вниз. За-

тем оно попадает в воздушный поток, который движется горизон-

тально с постоянной скоростью 100u  м/с. В результате на него 

действует сила ,rmVR  где rV  – скорость тела относитель-

но потока. Определить величину горизонтального отклонения те-
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ла от первоначального направления его движения в момент паде-

ния на Землю. 

В а р и а н т  3 1
*
 

Парашютист массы m , совершая затяжной прыжок, падает 

на Землю в спокойном воздухе вертикально с установившейся 

постоянной скоростью 40v0 м/с. На некоторой высоте от по-

верхности Земли он попадает в воздушный поток, который дви-

жется горизонтально с постоянной скоростью u0 = 0.5 м/с, и в это 

же время открывает парашют. Горизонтальная компонента силы, 

действующая на парашютиста в воздушном потоке, Rx = –0.01mVrx, 

где rxV  – горизонтальная скорость тела относительно потока воз-

духа. Вертикальная компонента силы сопротивления, действую-

щая на парашютиста, Ry = –0.1mVRx = –0.1mV
2

y , где yV  – его вер-

тикальная скорость. Определить закон движения парашютиста x 

(t), y (t) после раскрытия парашюта. 

В а р и а н т  3 2
*  

Материальная точка M массы m  движется в вертикальной 

плоскости под действием силы тяжести, постоянной горизонталь-

ной силы тяги F = 0.2mg, силы сопротивления R = –0.1mV, где V  

– скорость точки, и вертикальной подъемной силы xmQ v2 , где 

xv  – горизонтальная скорость точки. Получить закон движения 

точки в направлении горизонтальной оси x , если в начальный 

момент времени )0(t  ее положение совпадало с началом систе-

мы координат, а ее начальная скорость горизонтальна и равна 

5v0  м/с. 

В а р и а н т  3 3
*  

Парашютист массы m  с раскрытым парашютом падает вер-

тикально с установившейся постоянной скоростью 5v0  м/с. На 

высоте 100h м над поверхностью Земли он попадает в воздуш-

ный поток, который движется горизонтально с постоянной скоро-
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стью 50u м/с. Определить величину горизонтального отклоне-

ния парашютиста от первоначального направления его движения 

в момент приземления и закон его движения x (t), y (t). Горизон-

тальная компонента силы сопротивления, действующая на пара-

шютиста в воздушном потоке, Rх = –0.01mVx, где xV  – горизон-

тальная скорость парашютиста относительно потока воздуха. 

 

Пример. Научно-исследо-

вательская подводная лодка шаро-

образной формы и массы m = 

= 1.5 10
5
 кг  начинает погружаться с 

выключенными двигателями, имея 

горизонтальную скорость vх0 = 30 м/с 

и отрицательную плавучесть 

Р1 = 0.01mg, где QgP m1  – век-

торная сумма архимедовой выталки-

вающей силы Q и силы тяжести 

gm , действующих на лодку 

(рис. 9.2). Сила сопротивления воды 

vR ,  = 3  10
4
 кг/с. Определить уравнения движения лодки 

и ее траекторию. 

Решение. Начало координат выберем в начальном положении 

лодки, ось Ox направим горизонтально, а ось Oy – вертикально 

вниз (см. рис. 9.2). На лодку действуют три силы: gP m  – вес 

лодки, Q – архимедова выталкивающая сила, причем Qmg , и 

сила сопротивления R. Лодку примем за материальную точку M. 

Тогда второй закон Ньютона запишется так: vPr 1
m . В 

проекциях на оси Ox и Oy он будет иметь вид: xxm v0 , 

yPym v1
 . Перепишем эти уравнения в форме системы урав-

нений первого порядка 

           x
x

mdt

d
v

v
,   

m

P

mdt

d
y

y 1v
v

. 

Интегрируя их методом разделения переменных, получаем 

x 

y 

M 

Q 

P 

R 
O 

Рис. 9.2 
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После интегрирования и подстановки численных значений пара-

метров и начальных данных находим 
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Закон движения находим из решения дифференциальных 

уравнений 

 t e     ,            2 . 0 30 x 
      0.20.49 1 ty e . 

Он описывается соотношениями 

 

 
   

t 
t dt e x t x 

0 

2 . 0 
0 30 ) (     м, 1 150 2 . 0 t e 

    

0.2 0.2

0( ) 0.49(1 ) 0.49 5 1t ty t y e dt t e  м. 

В заключение найдем траекторию y (x). Для этого из первого 

уравнения выразим время t через координату х 

)150/1ln(5 хt . 

Подставляя это выражение во второе уравнение, находим 

)(xy      30 / 150 / 1 ln 5 49 . 0 x x    . 

 

10. Задание 3. Исследование колебательного 

движения материальной точки 

В задании требуется найти уравнение движения груза D мас-

сы  mD или системы грузов D и E массами mD и mE, отнеся движе-

ние к оси x . Начало неподвижной системы координат следует 

выбирать в положении статического равновесия груза или систе-

мы грузов. Грузы считать материальными точками. Весом пру-
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жин, жестких брусков, соединительных стержней и демпферов  

(устройств для создания сил вязкого сопротивления) пренебречь. 

Варианты заданий приведены на рис. 10.1, необходимые число-

вые значения заданных величин – в табл. 10.1. Направление на-

чальной скорости 0v  совпадает с положительным направлением 

оси x . Значение величины 0  задается преподавателем. 
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Рис. 10.1 
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Рис. 10.1 (продолжение) 
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Рис. 10.1 (продолжение) 
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Рис. 10.1 (продолжение) 
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Рис. 10.1 (продолжение) 
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29 30 

 

Рис. 10.1 (окончание) 

 

Таблица 10.1 

Вари

ант 

mD,
 

кг 

mE,
 

кг 

v0,
 

см/с 

c1,
 

Н/см 

c2,
 

Н/см 

c3,
 

Н/см 
,
 

кг/с 
0,

 

см 

p,
 

1/с 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 2 1 11 8 10 12 2 – – 

2 1 2 8 12 36 5 – 1.5 18 

3 0.8 3 6 10 4 6 – – – 

4 0.5 2 7 20 30 25 6 – – 

5 1.6 1 4 6 8 12 8 – – 

6 4 1 5 48 24 – 4 – – 

7 2 3 3 12 6 8 – – – 

8 1.5 2 10 4 6 15 – 4 15 

9 1.2 3 4.8 8 10 – – 3 12 

10 1 3 1.5 16 8 – – – – 

11 2.4 – 8 10 14 – 6 – – 

12 3 – 9 8 10 12 – 1.2 8 

13 1 – 3 12 6 8 – – – 

14 1.5 – 6 4.4 2 8 – – – 

15 1 – 10 4 12 – – 1.8 12 

16 10 – 12 200 – – 8 – – 

17 12 – 7 100 80 – 6 – – 

18 20 – 5 80 100 – – – – 

19 1.5 – 6 250 – – – 0.5 30 

20 10 – 4 60 40 – – – – 

x  

D  

1c  2c  

 

 D  

2c  1c  

 

х 
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Окончание табл. 10.1 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

21 2 – 2 20 30 40 – – – 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

22 4 – – 150 – – – – – 

23 3 – 12 10 20 15 – – – 

24 1 – 30 12 – – – – – 

25 1.5 – 5 14 18 – 6 – – 

26 50 – 8 600 400 100 6 – – 

27 40 – 4 200 – – 8 – – 

28 20 – 6 100 200 – 400 1.5 15 

29 2 – 8 40 60 – 20 – – 

30 10 – 20 20 30 – 12 – – 

В а р и а н т  1  

Груз D  присоединен к системе трех пружин  жесткостью 1c , 

2c  и 3c   посредством  бруска AB . Точка F  подвеса груза выбра-

на из условия, что брусок движется поступательно, т.е. 

123 // ccba , где 23с  – жесткость пружины, эквивалентной по-

следовательно соединенным пружинам жесткостью соответст-

венно 2c  и 3c . В некоторый момент времени к покоящемуся гру-

зу D  подвешивают груз E  и сообщают системе грузов D  и E  

начальную скорость 0v . Сопротивление движению двух грузов 

пропорционально их скорости v , vR , где  – коэффици-

ент сопротивления. 

В а р и а н т  2  

Груз D  присоединен к пружине жесткостью 3c , которая со-

единена с бруском AB , подвешенным на двух параллельных 

пружинах жесткостью 1c  и 2c . Точка F  подвеса пружины вы-

брана из условия, что брусок движется поступательно, т.е. 

12 // ccba . В некоторый момент времени к покоящемуся грузу 

D  подвешивают груз E  и сообщают системе грузов D  и E  на-

чальную скорость  0v . В это же время потолок, к которому при-
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креплены верхние концы пружин 1 и 2, начинает совершать вер-

тикальные колебания по закону: ptsin0 . 

Примечание. Положение начала отсчета на оси x  соответст-

вует среднему положению потолка ( 0 ). 

В а р и а н т  3  

К пружине жесткостью 1c  присоединен брусок AB , к которо-

му присоединены параллельные пружины жесткостью соответст-

венно 2c  и 3c , в свою очередь, соединенные с бруском 11BA . К 

бруску 11BA  подвешены покоящиеся грузы D  и E . Точка подве-

са грузов и точка F  подвеса бруска АВ выбраны так, что бруски 

движутся поступательно, т.е. 23 // ccba . В некоторый момент 

времени стержень, соединяющий грузы, перерезают и сообщают 

грузу D  начальную скорость 0v . 

В а р и а н т  4  

Покоящиеся грузы D  и E  присоединены к системе трех пру-

жин жесткостью соответственно 1c , 2c  и 3c  посредством бруска  

AB . Точка  F  подвеса грузов выбрана из условия, что брусок 

движется поступательно, т.е. 123 // ccba , где 12с  – жесткость 

пружины, эквивалентной последовательно соединенным пружи-

нам  жесткостью 1c  и 2c . В некоторый момент времени стержень, 

соединяющий  грузы, перерезают и сообщают грузу D  началь-

ную скорость 0v . Сопротивление движению груза D  пропорцио-

нально его скорости  v , vR μ , где  – коэффициент сопро-

тивления. 

В а р и а н т  5  

Покоящиеся грузы D  и E  присоединены к пружине жестко-

стью 3c , которая соединена с параллельными пружинами жестко-

стью 1c  и 2c  посредством бруска AB . Точка подвеса F пружины 

3 выбрана так, чтобы брусок AB  двигался поступательно, т.е. 
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a/b = 2c / 1c . В некоторый момент времени стержень, соединяю-

щий грузы, перерезают и сообщают грузу D  начальную скорость 

0v . Сила сопротивления движению груза D  пропорциональна 

его скорости  v , vR , где  – коэффициент сопротивления. 

В а р и а н т  6  

В некоторый момент времени груз E  снимают с груза D , ко-

гда оба груза находились в покое, и сообщают грузу D  началь-

ную скорость 0v . Брусок  AB , к которому прикреплен груз D , 

соединен с параллельными пружинами жесткостью соответствен-

но 1c  и 2c , присоединенными к неподвижной тележке. Положе-

ние грузов D  и E  выбрано так, что брусок движется поступа-

тельно, т.е. 12 // ccba . Сила сопротивления движению груза D  

пропорциональна его скорости  v , vR , где  – коэффици-

ент сопротивления 

В а р и а н т  7  

В некоторый момент времени груз E  снимают с груза D , ко-

гда оба груза находились в покое, и сообщают грузу D  началь-

ную скорость v0. Груз D  соединен с пружиной жесткостью 3c , 

которая, в свою очередь, присоединена к бруску AB . Последний 

другой стороной соединен  с параллельными пружинами жестко-

стью 1c  и 2c , прикрепленными к неподвижной тележке. Точка F  

соединения пружины с бруском выбрана из условия, что брусок  

AB  движется поступательно, т.е.  12 // ccba . 

В а р и а н т  8  

В некоторый момент времени ( 0t ) груз E  снимают с груза 

D , когда оба груза находились в покое, и сообщают грузу D   на-

чальную скорость 0v . Груз D  прикреплен к пружине жесткостью 

1c , которая, в свою очередь, соединена с бруском AB . Последний 

соединен с параллельными пружинами жесткостью 2c  и 3c , ниж-

ние концы которых прикреплены к фундаменту, начинающему в 
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этот же момент времени совершать вертикальное движение по за-

кону  ptsin0 . Точка  F  соединения  пружины с бруском вы-

брана из условия, что брусок движется поступательно, т.е. 

a/b = c3/c2. 
Примечание. Положение начала отсчета на оси x  соответст-

вует среднему положению фундамента ( 0 ). 

В а р и а н т  9  

В некоторый момент времени ( 0t ) груз E  устанавливают 

на покоящийся груз D  и сообщают системе грузов D  и E  на-

чальную скорость 0v . Груз D  присоединен к системе последова-

тельно соединенных пружин жесткостью 1c  и 2c . В этот же мо-

мент времени нижний конец пружины (точка B ) начинает со-

вершать движение по закону ptsin0 . 

Примечание. Положение начала отсчета на оси x  соответст-

вует среднему положению точки В ( 0 ). 

В а р и а н т  1 0  

В некоторый момент времени, когда грузы находились в по-

кое, груз E  снимают с груза  D   и сообщают грузу D  начальную 

скорость 0v . Груз D  присоединен к системе пружин  жесткостью 

1c  и 2c . Нижний конец нижней пружины прикреплен к непод-

вижной тележке. 

В а р и а н т  1 1  

Покоящийся груз D  соединен с бруском AB , связывающим 

параллельные пружины жесткостью 1c  и 2c , которые присоеди-

нены к стене.  Точка  F  соединения  груза с бруском выбрана из 

условия, что брусок движется поступательно, т.е. 21 // ccba . В 

некоторый момент времени груз D  отклоняют на величину 0  

вправо и сообщают ему начальную скорость 0v . Сила сопротив-

ления движению груза D  пропорциональна его скорости  v , 

vR , где  – коэффициент сопротивления. 
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В а р и а н т  1 2  

Покоящийся груз D  присоединен к бруску AB , который, в 

свою очередь, связан параллельными пружинами жесткостью 2c  

и 3c  с бруском 11BA . Брусок 11BA  другой стороной соединен с 

пружиной жесткостью 1c , прикрепленной к стене. Точка F  со-

единения пружины с бруском 11BA  и точка соединения груза с 

бруском AB  выбраны так, что бруски движутся поступательно, 

т.е. 32 // ccba . В некоторый момент времени ( 0t ) груз D  от-

клоняют на величину 0  вправо от положения, когда пружины не 

деформированы, и ему сообщается начальная скорость 0v . В тот 

же момент времени ( 0t )  точка соединения пружины со стеной 

начинает движение по закону ptsin0 . 

Примечание. Положение начала отсчета на оси x   соответст-

вует среднему положению стены ( 0 ). 

В а р и а н т  1 3  

Покоящийся груз D  соединен с пружиной жесткостью 3c , 

другой конец которой присоединен к бруску AB . Другой сторо-

ной  брусок AB  соединен с параллельными пружинами жестко-

стью 1c  и 2c , которые прикреплены к стене. Точка F  соединения  

пружины с бруском выбрана из условия, что брусок движется по-

ступательно, т.е. 21 // ccba . В некоторый момент времени груз 

отклоняют влево на величину 0  и сообщают ему начальную 

скорость 0v . 

В а р и а н т  1 4  

Груз D  прикреплен одной стороной к недеформированной 

пружине жесткостью 1c , а другой стороной – к системе недефор-

мированных пружин жесткостью 2c  и 3c . В некоторый момент 

времени груз отклоняют на величину 0  влево и одновременно 

сообщают ему начальную скорость 0v . 
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В а р и а н т  1 5  

Покоящийся груз D  присоединен к пружине жесткостью 2c , 

соединенной последовательно с пружиной жесткостью 1c , при-

крепленной к стене. В некоторый момент времени  груз отклоня-

ют на величину 0  влево и сообщают ему начальную скорость 

0v . В тот же момент времени ( 0t )  точка соединения пружины 

со стеной начинает движение по закону ptsin0 . 

Примечание. Положение начала отсчета на оси x   соответст-

вует среднему положению стены ( 0 ). 

В а р и а н т  1 6  

Пружина А жесткостью c1 скреплена с невесомым штоком 

поршня, который находится в камере В. В эту камеру поперемен-

но сверху и снизу поступает сжатый воздух, вследствие чего воз-

никает сила, действующая на поршень D, изменяющаяся по зако-

ну F = 0 sin рt ( 0 – в ньютонах). В начальный момент (t = 0) 

поршень был отклонен от положения статического равновесия на 

расстояние 0 вниз и ему была сообщена скорость v0, направлен-

ная вниз. Массу штока не учитывать. 

В а р и а н т  1 7  

К свободному концу В упругой горизонтальной балки, другой 

конец которой закреплен неподвижно, подвешен на пружине  груз 

D, который движется в жидкости. Коэффициент жесткости пру-

жины – с1, коэффициент жесткости  балки – c2. В начальный мо-

мент груз смещен вниз на расстояние 0 от положения статиче-

ского равновесия и ему сообщена начальная скорость v0.  Сила 

сопротивления движению груза в жидкости пропорциональна 

первой степени скорости v  тела, vR , где  – коэффици-

ент сопротивления. Упругую силу балки считать пропорциональ-

ной стреле прогиба, горизонтальным отклонением точки В пре-

небречь. 
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В а р и а н т  1 8  

К свободному концу В упругой горизонтальной балки, другой 

конец которой закреплен неподвижно, подвешен на пружине груз 

D с помощью невесомого магнитного стержня, проходящего че-

рез соленоид. По соленоиду течет переменный ток, действующий 

на стержень с вертикальной силой F1 = 4sin pt (Н), причем р вы-

ражено в с
–1

. Коэффициент жесткости пружины – с1, коэффициент 

жесткости  балки – c2.  В начальный момент груз D  смещен вниз 

на расстояние 0 от положения статического равновесия и отпу-

щен c начальной скоростью v0. Упругая сила балки пропорцио-

нальна стреле прогиба, горизонтальным отклонением точки В 

пренебречь. 

В а р и а н т  1 9  

Груз D массы m подвешен на пружине, коэффициент жестко-

сти которой равен c1. Другой конец пружины прикреплен в точке 

А к пластине, совершающей вертикальные колебания около этой 

точки по закону   = 0 sin рt, где р выражено в с
–1

, расстояние  – 

в сантиметрах, время t – в секундах. В начальный момент груз 

смещен вниз на расстояние 0 от положения статического равно-

весия и ему сообщена начальная скорость v0. 

Примечание. Положение начала отсчета на оси x   соответст-

вует среднему положению точки  А ( 0 ). 

В а р и а н т  2 0  

К свободному концу В упругой горизонтальной балки, другой 

конец которой закреплен неподвижно, подвешен на пружине  груз 

D. Коэффициент жесткости балки – с2, коэффициент жесткости  

пружины – c1.  В начальный момент груз смещен вниз на расстоя-

ние 0 от положения статического равновесия и имеет  скорость 

v0, направленную вниз. Упругая сила балки пропорциональна 

стреле прогиба, горизонтальным отклонением точки В пренеб-

речь. 
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В а р и а н т  2 1  

Груз D  подвешен на трех пружинах, как показано на соответ-

ствующем рисунке. Коэффициенты  жесткости  пружин равны c1, 

с2, с3. В начальный момент груз отклонен от положения статиче-

ского равновесия вертикально вниз на расстояние 0 и имеет ско-

рость v0. 

В а р и а н т  2 2  

На невесомую чашку весов, подвешенную на пружинах, с вы-

соты h = 5 см без начальной скорости падает груз D и остается на 

чашке, не отрываясь от нее. Коэффициенты жесткости пружин 

равны  соответственно c1  и с2. 

В а р и а н т  2 3  

Груз D подвешен на трех пружинах, как показано на соответ-

ствующем рисунке. Коэффициенты жесткости пружин равны c1, 

с2, с3. В начальный момент груз отклонен от положения статиче-

ского равновесия вертикально вниз на расстояние 0 и имеет на-

правленную вниз скорость v0. 

В а р и а н т  2 4  

Груз D, пройдя некоторое расстояние, присоединяется с на-

чальной скоростью v0 к невесомому бруску, соединенному с 

предварительно растянутой с удлинением  0 пружиной жестко-

стью c1. 

В а р и а н т  2 5  

К грузу D прикреплены концы двух пружин, коэффициенты 

жесткости которых соответственно равны с1 и с2. Концы А и В 

пружин закреплены неподвижно. Груз может скользить без тре-

ния в неподвижных направляющих, расположенных под углом 

 = 30  к вертикали. В начальный момент груз смещен на величи-

ну 0  от положения статического равновесия и ему сообщена 

скорость v0. 
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В а р и а н т  2 6  

Груз D  прикреплен с одной стороны к недеформированной 

пружине жесткостью 3c , а другой стороной – к системе недефор-

мированных пружин жесткостью 1c  и 2c . В некоторый момент 

времени груз отклоняют на величину 0  влево и одновременно 

сообщают ему начальную скорость 0v . Сила сопротивления дви-

жению пропорциональна первой степени скорости v  тела, 

vR , где  – коэффициент сопротивления. 

В а р и а н т  2 7  

Груз D  прикреплен к горизонтальной крышке с помощью 

пружины жесткостью с1. В некоторый момент времени груз от-

клоняют на величину 0  из положения статического равновесия 

вниз и одновременно сообщают  ему начальную скорость v0. Сила 

сопротивления движению пропорциональна первой степени ско-

рости v  тела, vR , где  – коэффициент сопротивления. 

В а р и а н т  2 8  

Груз D  присоединен к стенке с помощью двух пружин жест-

костью 1c  и 2c  соответственно. В некоторый момент времени  

( 0t )  груз D  отклоняют на величину 0  вправо от положения, 

когда пружины не деформированы, и ему сообщается начальная 

скорость v0. В тот же момент времени ( 0t )  точка соединения 

пружины со стеной начинает движение по закону ptsin0 . 

Сила сопротивления движению пропорциональна первой степени 

скорости v  тела, vR , где  – коэффициент сопротивления. 

Примечание. Положение начала отсчета на оси x  соответст-

вует среднему положению стенки ( 0 ). 

В а р и а н т  2 9  

Груз D  прикреплен к системе двух недеформированных пру-

жин жесткостью 1c  и 2c . В некоторый момент времени груз от-

клоняют на величину 0  влево и одновременно сообщают ему 
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начальную скорость 0v . Сила сопротивления движению пропор-

циональна первой степени скорости v  тела, vR , где  – 

коэффициент сопротивления. 

В а р и а н т  3 0  

Груз D  прикреплен к горизонтальной крышке с помощью 

двух пружин  жесткостью 1c  и 2c  соответственно. В некоторый 

момент времени груз отклоняют на величину 0  вниз и одновре-

менно сообщают ему начальную скорость 0v , направленную 

вниз. Сила сопротивления движению пропорциональна первой 

степени скорости v  тела, vR , где  – коэффициент со-

противления. Сопротивлением движению груза по стенке пренеб-

речь. 

 

Пример. Тело D массы mD = 10 кг расположено на гладкой 

плоскости, наклоненной под углом  = 30  к горизонту, и прикреп-

лено к концу A пружины, ко-

эффициент жесткости кото-

рой с = 36.1 Н/см (рис. 10.2). 

В некоторый момент к грузу 

D присоединяют груз Е мас-

сы  mЕ = 15 кг. В тот же мо-

мент времени верхний конец 

пружины B начинает двигать-

ся вдоль наклонной плоско-

сти по закону О1В =  = 

= 2sin(15t) см, причем точка 

1O  совпадает со средним по-

ложением точки B (при  = 0). Сопротивление движению двух 

грузов пропорционально их скорости v, R = – v, где  = 100 (Н с)/м 

– коэффициент сопротивления. Найти уравнение движения грузов 

D и E. 

Решение. Направим оси Ox и 1O  вдоль наклонной плоско-

сти вниз, в сторону растяжения пружины (рис. 10.3). Начало O  

Рис. 10.2. 

 

B 
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D 

 

A Е 

x 
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координатной оси Ox  совместим  с положением покоя грузов D и 

E, соответствующим статической деформации пружины, при ус-

ловии, что точка B  занимает свое среднее положение ( 0 ). В 

этом положении пружина растянута на величину ED ,  

Рис. 10.3 

E  
D  
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где D  и E  – статические деформации пружины под действием 

груза D и E. Изобразим грузы в промежуточном положении, от-

стоящем от начала координат на величину x  (точка M). Если бы 

верхний конец пружины был неподвижен, то в этом положении 

пружина была бы растянута на величину ( x ). Но при смеще-

нии вниз верхнего конца пружины на некоторую величину  уд-

линение пружины окажется меньшим на эту величину , т.е. 

xl . Следовательно, проекция силы упругости пружи-

ны на ось x в точке M будет определяться выражением: 

)( xclcFx . Проекция силы сопротивления 

vx xR x . Таким образом, дифференциальное уравнение 

движения грузов в проекции на ось x  имеет вид 

                         xxcmgxm  )(sin , 
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где ED mmm . Учитывая, что в состоянии статического рав-

новесия грузов 0sin cmg  (см. гл. 2), получим 

xxcxm  )( , 

или 
22 sinx bx k x h pt ,                             (10.1) 

где 

                      2b = /m = 100/(10 + 15) = 4 c
–1

, 

 
, c   12     , c   144 100 

15 10 

1 . 36 1 2 2      
 

  k 
m 

c 
k  

 

 
. c   15      , с см   8 . 288 100 

15 10 

1 . 36 2 2 1 2     
 

 
  p 

m 

c 
h  

 

Начальные условия для уравнения (10.1) определяются соот-

ношениями 

.0v)0(, 04.2
sin

)0( 000 xxсм
c

gm
xx E

E
  

Как известно, решение линейного дифференциального урав-

нения (10.1) складывается из общего решения 1x соответствующе-

го однородного уравнения 

                                    02 1

2

11 xkxbx                                (10.2) 

и частного решения x2 неоднородного уравнения (10.1) 
2

2 2 22 sinx bx k x h pt .                           (10.3) 

Общее решение однородного уравнения (10.2) имеет вид 

(см. п. 2.3) 

tkCtkCex bt
12111 sincos .                   (10.4) 

Частное решение неоднородного уравнения (10.3) будем ис-

кать в виде 

                                ptAptAx sincos 212 .                          (10.5) 

Определив производные 2x , 2x , подставив их в уравнение (10.3), 

получим 
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0cos2)(sin)(2 21
22

2
22

1 ptbpAApkpthApkbpA . 

Чтобы полученное равенство выполнялось в любой момент вре-

мени, необходимо равенство нулю выражений в квадратных 

скобках. Таким образом, для определения коэффициентов 1A  и 

2A  имеем систему из двух линейных уравнений 

hApkbpA 2
22

1 )(2 , 21
22 2)( bpAApk  = 0, 

решение которой записывается так  

 2 2 2 2 2 2 2 
2 1 4 ) ( , / ) ( , / 2 p b p k h p k A bph A            , (10.6) 

или после подстановки численных данных 

А1 = –0.7472 см,   А2 = –0.0034 см. 

Таким образом, следовательно, решение уравнения (10.1) прини-

мает вид 

ptAptAtkCtkCex bt sincossincos 211211 , 

причем скорость точки равна 

)sincos( 1211 tkCtkCbex bt  

ptpAptpAtkCktkCke bt cossin))cos()sin(( 21121111 . 

Постоянные интегрирования 1С и 2С   определим из начальных 

условий: С1 = –1.2928 см, С2 = –0.2181 см. В результате  уравне-

ние движения груза имеет вид 

        
t k t k e x t 

1 1 
2 

sin 2181 . 0 cos 2928 . 1  

 см. sin 0034 . 0 cos 7472 . 0 pt pt    

11. Задание 4. Теоремы о движении центра масс 

и об изменении количества движения системы 

Механические системы, движение которых в данном разделе 

изучается с помощью теорем о движении центра масс системы и 

об изменении ее количества движения, представляют собой пло-

ские механизмы (рис. 11.1–11.9). Прежде чем сформулировать за-

дания, опишем эти механизмы. 

Рис. 7 
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Плоский механизм установлен вертикально на призматической 

подставке М, которая представляет собой твердое тело и может 

перемещаться по гладким горизонтальным направляющим. В на-

чальный момент времени стержень ОА под действием внутренних 

сил системы начинает вращаться вокруг жестко связанной с те-

лом М оси О согласно закону  = (t) и приводит в движение ос-

тальные части механизма. Одновременно с этим вдоль проделан-

ного в теле подставки горизонтального канала из точки Е, яв-

ляющейся центром масс тела М, начинает двигаться материальная 

точка D по закону ED = s(t) (для механизма на рис. 11.3 наряду с 

D по этому же закону вдоль стержня ОА движется точечное тело 

2). Расстояние между точками О и Е в проекции на горизонталь 

равно a (для части механизмов a = 0). Входящие в механизмы 

стержни и диски  являются однородными. Длина стержня ОА (де-

таль 1) равна l, его масса – m1, масса детали 2 – m2, масса точки D 

– m3, суммарная масса подставки и тех деталей системы, которые 

не упомянуты выше или не отмечены специально на рисунках, 

равна m0. 

Задача 1. В предположении, что тело М в начальный момент 

времени покоилось, для интервалов времени, пока значения угла 

 не противоречат физическому смыслу, определить, используя 

теорему об изменении центра масс, закон движения x0(t) подстав-

ки М по направляющим и нормальную реакцию N(t)  направляю-

щих. Кроме того, в предположении, что подставка М жестко при-

креплена к направляющим болтам и не может двигаться, найти 

суммарное срезывающее (горизонтальное) усилие F(t) на болты. 

Соответствующие каждому варианту задачи номер рисунка и 

вид функций (t) и s(t) приведены в табл. 11.1. Входящие в эти 

функции величины 0, 0, v0, w0  являются постоянными. На всех 

рисунках тело D показано в положении, когда s  0. Если в табли-

це дано s  0, то это означает, что точка D находится по другую 

сторону от точки  Е. 

При решении задачи возможность опрокидывания механизма в 

процессе работы не учитывать и не рассматривать. 

Задача 2. С помощью теоремы об изменении количества дви-

жения системы найти скорость u(t) подставки М по направляю-
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щим, если при  t0 = 0  она имела направленную вправо скорость  

u0,  а на тело М действует постоянная по величине внешняя гори-

зонтальная сила G, направленная влево. 

Убедиться, что скорость v (t) для частного случая  u0 = 0, G = 0 

является производной по времени от закона движения x0(t), полу-

ченного в задаче 1. 
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Стержни ОА и ОВ 

жестко скреплены 

друг с другом. 

Считать, что трос с 

грузом 2 остается 

всегда вертикальным. 

Ползун 2 рассматри-

вать как точечную 

массу. 
Рис. 11.1 Рис. 11.2 Рис. 11.3 
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Рис. 11.4 Рис. 11.5 
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Рис.11.6 Рис.11.7 
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Рис. 11.8 Рис. 11.9 

 

Примечание. Ползуны 2 (рис. 11.6–11.8) рассматривать как то-

чечные массы, перемещающиеся без трения по своим направ-

ляющим. 

 
Таблица 11.1 

Вариант Рисунок (t) s(t) 
Дополнительная 

информация 

1 2 3 4 5 

1 11.1 0.5 0t
2
 v0t  = 90  

2 11.2 0t 0.5w0t
2
 a = 0.5l 

3 11.4 0.5 0t
2
 v0t  

4 11.5 0t 0.5 w0t
2
  

5 11.6 0t  v0t a = l 

6 11.2 0.5   0t 0.5 w0t
2
 a = l 

7 11.8 0.5 0t
2
 v0t a = 2l 

8 11.5   0t 0.5 w0t
2
  

9 11.9 0.5 0t
2
 v0t a = l,  = 30  

10 11.4   0.5 0t
2
 v0t  



 88 

Окончание табл. 11.1 

1 2 3 4 5 

11 11.7 0.5 0t
2
 0.5 w0t

2
 a = l 

12 11.6 0.5 0t
2
 v0t a = l 

13 11.3   0t v0t  

14 11.1 0t 0.5 w0t
2
  = 90  

15 11.2 0.5 0t
2
 v0t a = l 

16 11.8 0t 0.5 w0t
2
 a = l 

17 11.9 0.5   0t v0t a = l,  = 30  

18 11.4 0t 0.5 w0t
2
  

19 11.6   0.5 0t
2
 v0t a = 2l 

20 11.7 0t 0.5 w0t
2
 a = l 

21 11.5 0.5 0t
2
 v0t  

22 11.2 0.5(   0t)  v0t a = 0.5l 

23 11.6 0.5   0t 0.5 w0t
2
 a = l 

24 11.8   0.5 0t
2
 v t a = 2l 

25 11.1 0.5 t
2
 v t  = 60  

26 11.4   0t 0.5 w t
2
  

27 11.5   0.5 t
2
  v t  

28 11.9 t 0.5 w t
2
 a = 2l,  = 60  

29 11.3 0.5   t v t  

30 11.7   t 0.5 w0t
2
 a = l 

 

Пример 1.  Три груза масса-

ми 321 ,, mmm  соединены неве-

сомыми нерастяжимыми нитями 

(рис. 11.10). Нити переброшены 

через невесомые блоки, закреп-

ленные на трапециевидном твер-

дом теле ABCD  массы 4m . 

Первый груз перемещается вниз 

по закону 

)()( 2 constaatth , приводя в движение всю систему. Опре-

делить закон движения тела ABCD  вдоль гладкой горизонталь-
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ной плоскости и его давление на эту плоскость. Угол BAD  равен 

, в начальный момент времени система покоилась. 

Решение. На данную систему (тело ABCD  с закрепленными 

на нем блоками и грузами, соединенными нитями) действуют 

следующие внешние силы: вес тела g4m , веса грузов g1m , g2m , 

g3m  и сила нормальной реакции гладкой плоскости N  

(см. рис. 11.10). Согласно теореме о движении центра масс (5.1), 

                       
 N, g g g g a      4 3 2 1 m m m m M с              

(11.1) 

где 4321 mmmmM . 

В проекции на горизонтальную ось Ox  соотношение (11.1) дает: 

cMx = 0. Следовательно, 
cx = С1. Постоянная 01C , так как в на-

чальный момент времени система покоилась. Но тогда хс = const 

или хс(t) = хс(0) для любого момента времени t , следовательно, 

)()()()( 44332211 txmtxmtxmtxm  

)0()0()0()0( 44332211 xmxmxmxm ,        (11.2) 

где 4321 ,,, xxxx  – абсциссы центров масс грузов и тела. 

Выберем начало O  системы координат Oxy  так, чтобы 

0)0(4x , т.е. так, что ось Oy проходит через центр масс тела 

ABCD  в начальный момент времени. В этой системе отсчета ко-

ординаты грузов и тела связаны соотношениями 

)()0()( 411 txxtx , )()()0()( 422 txthxtx , 

)(cos)()0()( 433 txthxtx . 

Подставляя эти соотношения в уравнение (11.2), получим закон 

движения тела ABCD: Matmmtx /)cos()( 2

324 . Знак 

"минус" означает, что призма перемещается влево относительно 

плоскости. 

Давление тела ABCD на плоскость с точностью до знака сов-

падает с нормальной реакцией плоскости. Уравнение для ее опре-

деления получается, если спроектировать (11.1) на ось Oy : 

М cy = Mg + N.  Откуда 
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                                              N = М
cy + Mg,                           (11.3) 

где ордината центра масс системы определяется соотношением 

                             Myc = m1y1 + m2y2 + m3y3 + m4y4 .         (11.4) 

Здесь 4321 ,,, yyyy  – ординаты центров масс грузов и тела. Для 

нахождения 
cy  продифференцируем дважды по времени равенст-

во (11.4), учитывая, что 

)()0()( 11 thyty , )0()( 22 yty , 

sin)()0()( 33 thyty , )0()( 44 yty . 

Подставляя полученное в уравнение (11.3), находим 

                               sin22)( 31 amamMgtN . 

 

Пример 2. Пуля веса Р1, летящая горизонтально со скоро-

стью u, попадает в закрепленный на неподвижной тележке ящик с 

песком веса Р2. С какой скоростью будет двигаться тележка после 

удара, если трением колес о Землю можно пренебречь? 

Решение. Будем рассматривать пулю и тележку с песком как 

одну систему (рис. 11.11). На 

нее действуют внешние силы:  

вес пули Р1, вес тележки Р2, а 

также силы реакции колес. 

Поскольку трение отсутству-

ет, то эти последние направ-

лены вертикально вверх и их 

можно заменить равнодейст-

вующей N. Для решения зада-

чи воспользуемся теоремой об 

изменении количества движе-

ния системы в интегральной 

форме. В проекции на ось Ox (см. рис. 11.11) тогда имеем 
e

kFk

e

kxxx SSQQ 12 , 

где xQ1  – количество движения системы до удара, а xQ2  – после 

удара. Поскольку все внешние силы вертикальны, то правая часть 

этого уравнения равна нулю и поэтому xx QQ 12 . 
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Так как до удара тележка покоилась, то guPQ x /11 . После 

удара система движется как единое целое с искомой скоростью v  

и, следовательно, Q2x = (P1 + P2)v / g. Приравнивая эти выражения, 

находим искомую скорость: v = P1 u /(P1 + P2). 

12. Задание 5. Теоремы об изменении момента 

количества движения и кинетической энергии системы 

Данное индивидуальное задание включает две задачи. Первая 

из них должна быть решена с помощью теоремы об изменении 

момента количества движения, а вторая – с применением теоремы 

об изменении кинетической энергии системы. 

В а р и а н т  1  

Задача 1. Блоки радиусами r  и r  жестко 

скреплены между собой и насажены на общую ось. 

Грузы 1 и 2 массами m  и m , разматывая нити, на-

мотанные на блоки, приводят их во вращение. 

Пренебрегая массой нитей и считая блоки одно-

родными дисками  массами М  и М , соответствен-

но, определить, через сколько времени скорость 

груза 1 станет равной v , если движение начинает-

ся из состояния покоя и при вращении на блоки 

действует постоянный момент сопротивления  М. 

 

Задача 2. Груз 1 массы m , опускаясь вертикально вниз, рас-

кручивает ступенчатый блок 2 посредст-

вом невесомой и нерастяжимой нити, 

которая намотана на колесо блока ра-

диуса r . На большее колесо блока, 

имеющее радиус r , намотана другая 

нить, второй конец которой привязан к 

грузу 3 массы m, скользящему по на-

клонной плоскости с коэффициентом трения скольжения, f, и уг-

лом наклона . Блок состоит из однородных дисков  массами  и 

 соответственно, жестко соединенных друг с другом и имеющих 
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общую ось вращения. Определить скорость груза 3 в зависимости 

от пройденного им расстояния и его ускорение, если движение 

начинается из состояния покоя. 

В а р и а н т  2  

Задача 1. Блоки радиусами r  и r  жестко 

скреплены между собой и насажены на общую 

ось. Груз 2 массы  m , разматывая намотанную 

на блок нить, приводит блоки во вращение и 

поднимает груз 1 массы m . Считая, что на бло-

ки действует момент сил сопротивления 

M = , где  – постоянная, определить угло-

вую скорость вращения блоков, если движение 

начинается из состояния покоя. Блоки считать 

однородными дисками  массами М  и М  соответственно, массой 

нитей пренебречь. 

 

Задача 2. Каток 1 массы m и ра-

диуса r катится без скольжения под 

действием силы F по горизонтальной 

плоскости и поднимает груз 2 массы m  

при помощи невесомой нити, перебро-

шенной через блок 3, который имеет 

такие же, как и каток, массу и радиус. 

Определить скорость груза 2 в зависимости от пройденного им 

расстояния и его ускорение, если коэффициент трения качения  k, 

участок нити АВ горизонтален, а движение начинается из состоя-

ния покоя. 

В а р и а н т  3  

Задача 1. Груз 1 массы m  поднимается по-

средством каната, навитого на барабан 2, к ко-

торому приложен постоянный вращающий мо-

мент М. Барабан 2 представляет собой одно-

родный цилиндр радиуса r и массы m . Опреде-

лить угловую скорость вращения барабана как 
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функцию времени, если движение начинается из состояния покоя, 

а при  вращении возникает момент M1 сил сопротивления, про-

порциональный угловой скорости , M1 = , где  – постоянная. 

 

 Задача 2. Груз 1, падая по вертикали, раскручивает ступен-

чатый блок 3 посредством невесомой и 

нерастяжимой нити, которая намотана 

на колесо блока радиуса r . На меньшее 

колесо блока, имеющее радиус r , намо-

тана другая нить, второй конец которой 

привязан к оси цилиндрического катка, 

катящегося без скольжения.  Масса гру-

за m ,  масса катка m , коэффициент трения качения k, радиус кат-

ка r. Пренебрегая  массой блока, определить скорость  груза 1  в 

зависимости от пройденного им расстояния и его ускорение, если 

участок нити АВ горизонтален, а движение начинается из состоя-

ния покоя. 

В а р и а н т  4  

Задача 1. Груз 1 массы m поднимается при помощи ворота, 

на который действует момент сопротивления, 

пропорциональный угловой скорости его враще-

ния,  M  = , где  – постоянная. Масса барабана 

ворота равна m , радиус барабана r, длина рукоят-

ки ОА = l. Считая силу F, приложенную перпен-

дикулярно к рукоятке ОА, постоянной по величи-

не, определить закон движения груза 1, если в на-

чальный момент он покоился. Барабан считать 

однородным цилиндром, массой рукоятки пренебречь. 

 

Задача 2. Кривошип ОА гипоциклического 

механизма, расположенного в горизонтальной 

плоскости, вращался с постоянной угловой 

скоростью . В некоторый момент времени 

двигатель был отключен и под действием по-

стоянного момента М  сил сопротивления  на 
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оси сателлита (подвижной шестерни 1) механизм остановился. 

Определить угол поворота кривошипа до остановки, если его 

масса равна m , масса сателлита m,  r  – его радиус, а r – радиус 

неподвижной шестерни 2. Кривошип принять за однородный 

кий стержень, сателлит – за однородный диск. 

В а р и а н т  5  

Задача 1. Груз 1 массы m  из состояния 

покоя поднимают вверх по шероховатой на-

клонной плоскости посредством веревки, 

намотанной на барабан 2, к которому 

ложен вращающий момент М = at, где a – 

постоянная. Определить закон движения 

груза 1, если коэффициент трения тела 1 о плоскость равен f, а 

угол наклона плоскости к горизонту , причем при t = 0 груз 

коился. Кроме того, определить момент времени, когда груз 1 

начнет движение. Барабан  считать однородным цилиндром ра-

диуса r и массы m. 

 

Задача 2. Блоки радиусами r  и r  жестко скреплены между 

собой и насажены на общую ось. Грузы 1 и 2 

сами m1 и m2, разматывая нити, намотанные на 

блоки, приводят их во вращение. При вращении на 

блоки действует постоянный момент сил сопро-

тивления М. Пренебрегая массой нитей и считая 

блоки однородными дисками  массами М  и М  со-

ответственно, определить скорость v  груза 1 как 

функцию пройденного им расстояния и его ус-

ние, если движение начинается из состояния покоя. 

 

В а р и а н т  6  
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Задача 1. Два блока массами m1 и m2 

и соответственно радиусами r1 и r2  жест-

ко соединены между собой и насажены 

на общую ось вращения О. К концу од-

ной веревки, намотанной на блок, при-

креплен груз А массы m, поднимаемый по 

шероховатой наклонной плоскости с уг-

лом  наклона к горизонту. К концу дру-

гой веревки приложена постоянная сила F. Считая блоки одно-

родными дисками и полагая, что коэффициент трения скольжения 

равен f, а веса веревок и  трением в блоках можно 

пренебречь, определить зависимость угловой ско-

рости вращения от времени, если движение нача-

лось из состояния покоя. 

 

Задача 2. Блоки радиусами r1 и r2 жестко 

скреплены между собой и насажены на общую 

ось. Грузы 1 и 2 массами m1 и m2, разматывая ни-

ти, намотанные на блоки, приводят их во враще-

ние. При вращении на блоки действует момент сил сопротивле-

ния М = a , где a – постоянная, а  – угол поворота. Пренебрегая 

массой нитей и считая блоки однородными дисками  массами М1 

и М2 соответственно, определить угловую скорость и угловое ус-

корение блоков как функции угла поворота , а также момент 

времени, когда система под действием сил сопро-

тивления остановится, если движение начинается 

из состояния покоя. 

В а р и а н т  7  

Задача 1. Блоки радиусами r  и r  жестко скре-

плены между собой и насажены на общую ось. 

Грузы 1 и 2 массами m  и m , разматывая нити, на-

мотанные на блоки, приводят их во вращение. 

Пренебрегая массой нитей и считая блоки однородными дисками 

массами М  и М , соответственно, определить угловое ускорение 

блоков, если при вращении на блоки действует момент сил со-
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противления М = at, где a – постоян-

ная, а также момент времени, когда 

система под действием сил сопротив-

ления остановится, если движение на-

чинается из состояния покоя. 
Задача 2. К грузам А и В массами 

m1 и m2 соответственно прикреплены 
нерастяжимые нити, вторые концы которых намотаны на одно-

родные диски 1 и 2 массами ,  и радиусами r  и r  (r   r ). 
Диски жестко соединены между собой и насажены на общую ось. 

Груз А, спускаясь по наклонной плоскости с углом  наклона к 
горизонту, раскручивает диски и поднимает груз В вверх по на-

клонной плоскости с углом . Определить скорость груза А в за-
висимости от пройденного им расстояния и его ускорение. Сила-

ми трения и массой нитей пренебречь. 

В а р и а н т  8  

Задача 1. Груз 1 массы m , опускаясь 
вертикально вниз, раскручивает ступенча-
тый блок 2 посредством невесомой и не-
растяжимой нити, которая намотана на 

колесо блока радиуса r . На большее колесо блока, имеющее ра-

диус r , намотана другая нить, второй конец которой привязан к 
грузу 3 массы m, скользящему по наклонной плоскости с коэффи-

циентом трения скольжения, равным f, и углом наклона . Блок 

состоит из однородных дисков массами  и  соответственно, 
жестко соединенных друг с другом и имеющих общую ось вра-

щения. Определить угловую скорость блока (t) и его угловое ус-
корение, если движение начинается из состояния покоя. 
 

Задача 2. Кривошип BА гипоциклического 
механизма, расположенного в горизонтальной 
плоскости, вращался с постоянной угловой 

скоростью . В некоторый момент времени 
двигатель был отключен и под действием по-
стоянных моментов МВ и МА сил сопротивления 

на оси сателлита (подвижной шестерни 1) и на оси кривошипа 
механизм остановился. Определить угол поворота кривошипа до 
остановки, если его масса равна m0, масса сателлита m, r0 – его 
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радиус, а r – радиус неподвижной шестерни 2. Кривошип принять 
за однородный тонкий стержень, сателлит – за однородный диск. 

В а р и а н т  9  

Задача 1. Груз 1 массы m1 из состояния покоя скользит вниз 

по шероховатой наклонной плоскости и посредством невесомой 

нити раскручивает барабан 2, на который 

действует момент сил сопротивления M, 

пропорциональный угловой скорости бара-

бана, M = a , где a – постоянная. Опреде-

лить угловую скорость барабана как функ-

цию времени и ускорение груза 1, если ко-

эффициент трения тела 1 о плоскость равен f, а угол наклона 

плоскости к горизонту . Барабан считать однородным цилин-

дром радиуса r и массы m. 

 

Задача 2. Зубчатые колеса 1 и 2, насаженные на неподвиж-

ные параллельные оси О  и О , имеют внут-

реннее зацепление. Колесо 1 является одно-

родным диском и имеет радиус r  и массу m , 

а колесо 2 – радиус r , а его масса m  распре-

делена по ободу равномерно. На колесо 2 на-

мотана невесомая нить, к концу которой при-

креплен опускающийся груз 3 массы m . Пре-

небрегая трением и считая, что движение на-

чинается из состояния покоя, определить уг-

ловую скорость колеса 2 в зависимости от его угла поворота, а 

также его угловое ускорение. 

В а р и а н т  1 0  

Задача 1. Блоки радиусами r  и r  жестко 

скреплены между собой и насажены на общую 

ось. Груз 2 массы m , разматывая намотанную на 

блок нить, приводит блоки во вращение и подни-

мает груз 1 массы m1. Считая, что на блоки дей-

ствует момент сил сопротивления М = at, где a – 

постоянная, определить угловое ускорение бло-
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ков, а также момент времени, когда система под действием сил 

сопротивления остановится, если движение начинается из 

ния покоя. Блоки считать однородными дисками массами М  и М  

соответственно, массой нитей пренеб-

речь. 
 

Задача 2. К грузам А и В массами 

m  и m  соответственно прикреплены 

нерастяжимые нити, вторые концы 

которых намотаны на однородные 

диски 1 и 2 массами ,  и радиусами r  и r  (r  > r ). Диски же-

стко соединены между собой и насажены на общую ось. Груз B, 

спускаясь по наклонной плоскости с углом  наклона к горизонту, 

раскручивает диски и поднимает груз A вверх по наклонной плос-

кости с углом . В блоке действует постоянный момент сил со-

противления М. Определить скорость груза В в зависимости от 

пройденного им расстояния и его ускорение. Силами трения и 

массой нитей пренебречь. 

В а р и а н т  1 1  

Задача 1. Груз 1 массы m , падая по 

вертикали, раскручивает ступенчатый блок 

2 посредством невесомой и нерастяжимой 

нити, которая намотана на колесо блока ра-

диуса r . На меньшее колесо A блока, 

имеющее радиус r , намотана другая нить, 

второй конец которой привязан к грузу 3 массы m, скользящему 

по горизонтальной плоскости с коэффициентом трения скольже-

ния, равным f. Блок состоит из однородных дисков массами  и 

 соответственно, жестко соединенных друг с другом и имею-

щих общую ось вращения. При вращении блока на него действует 

постоянный момент сил сопротивления М. Определить угловую 

скорость вращения блока как функцию времени и ускорение гру-

за 3, если движение начинается из состояния покоя. 

 

Задача 2. Зубчатые колеса 1 и 2, насаженные на неподвиж-

ные параллельные оси О1 и О2, имеют внутреннее зацепление. 
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Колесо 1 радиуса r  и массы m , начальная 

угловая скорость которого равна нулю, при-

водится в движение вращающим моментом 

М = a , где a – постоянная, а  – угол по-

ворота колеса 1. Масса m2 колеса 2 распре-

делена по ободу равномерно. Считая колесо 

1 однородным диском и пренебрегая трени-

ем, определить его угловую скорость в зависимости от , а также 

его угловое ускорение. 

В а р и а н т  1 2  

Задача 1. Груз 1 массы m  из состояния 

покоя поднимают вверх по шероховатой на-

клонной плоскости посредством веревки, 

намотанной на барабан 2, к которому при-

ложен вращающий момент М = at , где a – 

постоянная. Определить зависимость угло-

вой скорости барабана от времени, если коэффициент трения тела 

1 о плоскость равен f, а угол наклона плоскости к горизонту α, 

причем при t = 0 груз покоился. Кроме того, определить момент 

времени, когда груз 1 начнет движение. Барабан считать одно-

родным цилиндром радиуса r и массы m.  

 

Задача 2. Блоки радиусами r  и r  жестко 

скреплены между собой и насажены на общую 

ось. Груз 2 массы m , разматывая намотанную на 

блок нить, приводит блоки во вращение и подни-

мает груз 1 массы m . При вращении на блоки 

действует постоянный момент сил сопротивления 

М. Пренебрегая массой нитей и считая блоки од-

нородными дисками массами М  и М  соответст-

венно, определить скорость груза 2 v  как функ-

цию пройденного им расстояния и его ускорение, если движение 

начинается из состояния покоя. 
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В а р и а н т  1 3  

Задача 1. Блоки радиусами r1 и r2 жестко 

скреплены между собой и насажены на общую 

ось. Груз 2 массы m2, разматывая намотанную 

на блок нить, приводит блоки во вращение и 

поднимает груз 1 массы m1. Считая, что на бло-

ки действует постоянный момент сил сопротив-

ления М, определить скорость груза 1 как функ-

цию времени t, если движение начинается из со-

стояния покоя. Блоки считать однородными дис-

ками массами М1 и М2 соответственно. Массой нитей пренебречь. 
 

Задача 2. Через блоки 1, 2 и 3 переброшена невесомая нерас-

тяжимая нить, к одному концу которой прикреплен груз 4 массы 

m, а к другому приложена постоян-

ная сила F. Масса каждого блока 

равна m  и распределена по ободу 

равномерно. Считая, что груз 4 дви-

жется по горизонтальной плоскости 

с коэффициентом трения f и движе-

ние начинается из состояния покоя, определить скорость груза в 

зависимости от пройденного им пути и его ускорение. 

В а р и а н т  1 4  

 Задача 1. К грузам А и В массами m  и m  соответственно  

прикреплены нерастяжимые нити, вторые концы которых намо-

таны на однородные диски 1 и 2 мас-

сами ,  и радиусами r  и r  (r  > r ). 

Диски жестко соединены между собой 

и насажены на общую ось. Груз А, 

спускаясь по наклонной плоскости с 

углом α наклона к горизонту, раскру-

чивает диски и поднимает груз В 

вверх по наклонной плоскости с углом . Определить угловую 

скорость вращения блока как функцию времени и ускорение гру-

за А. Силами трения и массой нитей пренебречь, движение начи-

нается из состояния покоя. 
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Задача 2. Блоки радиусами r  и r  жестко скреплены между 

собой и насажены на общую ось. Грузы 1 и 2 массами m  и m , 

разматывая нити, намотанные на блоки, приводят их во вращение. 

При вращении на блоки действует момент сил со-

противления М = a , где a – постоянная, а  – 

угол поворота. Пренебрегая массой нитей и считая 

блоки однородными дисками массами М  и М  со-

ответственно, определить угловую скорость и уг-

ловое ускорение блоков как функции угла поворо-

та φ, если движение начинается из состояния по-

коя. 

В а р и а н т  1 5  

Задача 1. Груз 1 массы m , скользящий под действием посто-

янной горизонтальной силы F по горизонтальной плоскости с ко-

эффициентом трения скольжения f, рас-

кручивает ступенчатый блок 2 посредст-

вом невесомой и нерастяжимой нити, ко-

торая намотана на колесо блока радиуса 

r . На большее колесо блока, имеющее ра-

диус r , намотана другая нить, второй ко-

нец которой привязан к грузу 3 массы m. 

Блок состоит из однородных дисков массами  и  соответст-

венно, жестко соединенных друг с другом и имеющих общую ось 

вращения. Определить угловую скорость вращения блока как 

функцию времени и ускорение груза 3, если движение начинается 

из состояния покоя. 
 

Задача 2. Блоки радиусами r  и r  жестко 

скреплены между собой и насажены на общую 

ось. Груз 2 массы m , разматывая намотанную 

на блок нить, приводит блоки во вращение и 

поднимает груз 1 массы m . При вращении на 

блоки действует момент сил сопротивления 

М = aφ, где a – постоянная, а  – угол поворота. 

Пренебрегая массой нитей и считая блоки од-
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нородными дисками массами М  и М  соответственно, определить 

угловую скорость и угловое ускорение блоков как функции угла 

поворота , если движение начнется из состояния покоя. 

В а р и а н т  1 6  

Задача 1. Груз 1 массы m  поднимается посред-

ством каната, навитого на барабан 2, к которому 

приложен вращающий момент М = at, где a – по-

стоянная. В начальные моменты времени, из-за ма-

лости величины вращающего момента, груз на са-

мом деле будет опускаться и лишь с некоторого 

момента времени начнет подниматься. Полагая, что 

движение начинается из состояния покоя, опреде-

лить угловую скорость вращения барабана как функцию времени, 

а также момент времени, когда система остановится и барабан 

начнет вращаться в другую сторону. Барабан 2 считать однород-

ным цилиндром радиуса r и массы m . 
Задача 2. Грузы 1 и 2 массами m  и 

m  соединены невесомой нерастяжимой 

нитью, переброшенной через блок 3 ра-

диуса r и массы m. Груз 1, опускаясь 

вниз по гладкой наклонной плоскости, 

поднимает груз 2 вверх. Считая блок од-

нородным диском и полагая, что при 

вращении блока возникает постоянный момент сил сопротивле-

ния М, определить скорость груза 2 в зависимости от пройденно-

го им расстояния и его ускорение, если угол наклона плоскости к 

горизонту α. Движение начинается из состояния покоя.  

В а р и а н т  1 7  

Задача 1. Груз 1 массы m поднимается при 

помощи ворота (жестко соединенных барабана и 

стержня), на который действует момент сил со-

противления M  = at, где a – постоянная. Масса 

барабана ворота равна m , радиус барабана r, дли-

на рукоятки ОА = l. Считая, что сила F приложена 
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перпендикулярно к рукоятке ОА и постоянна по величине, опре-

делить закон движения груза 1 и момент времени, когда он оста-

новится, если в начальный момент груз покоился. Барабан счи-

тать однородным цилиндром, массой рукоятки пренебречь. 

Задача 2. Груз 1, опускаясь по вер-

тикали, посредством невесомой и нерас-

тяжимой нити, переброшенной через 

блок 3 массы m3, заставляет катиться без 

скольжения однородный цилиндриче-

ский каток 2, на который намотан вто-

рой конец нити. Масса груза m , масса 

катка m , коэффициент трения качения k, радиусы катка и блока r. 

Определить скорость груза 1 в зависимости от пройденного им 

расстояния и его ускорение, если участок нити АВ горизонтален, а 

движение начинается из состояния покоя. 

В а р и а н т  1 8  

Задача 1. Два блока массами m  и m  

и радиусами r  и r  соответственно жестко 

соединены между собой и насажены на 

общую ось вращения О. К концу одной 

веревки, намотанной на блок, прикреплен 

груз А массы m, поднимаемый по на-

клонной плоскости с углом α наклона к 

горизонту и с коэффициентом трения f. К 

концу другой веревки приложена сила F = at, где a – постоянная. 

Считая, что блоки являются однородными дисками, а веса вере-

вок и трением в блоках можно пренебречь, определить зависи-

мость угловой скорости вращения от времени, если движение на-

чалось из состояния покоя. Кроме того, определить момент вре-

мени, когда груз А начнет движение. 
 

Задача 2. На неподвижную горизонталь-

ную ось О1 насажено зубчатое колесо 1 радиуса 

r  и массы m , а на параллельную ей ось О2 на-

сажены жестко скрепленные между собой зуб-

чатое колесо 2 таких же радиуса и массы и вал 
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3 радиуса r  и массы m . На вал намотана невесомая веревка, к 

концу которой прикреплен груз 4 массы m. Считая колеса 1 и 2 

однородными дисками, а вал однородным цилиндром, определить 

скорость и ускорение груза 4, если он опустился вниз на расстоя-

ние h без начальной скорости. 

В а р и а н т  1 9  

Задача 1. Груз 1 массы m , опуска-

ясь вертикально вниз, раскручивает сту-

пенчатый блок 2 посредством невесомой 

и нерастяжимой нити, которая намотана 

на колесо блока радиуса r . На большее 

колесо блока, имеющее радиус r , намо-

тана другая нить, второй конец которой привязан к грузу 3 массы 

m, скользящему по гладкой наклонной плоскости с углом наклона 

α. Блок состоит из однородных дисков массами  и  соответст-

венно, жестко соединенных друг с другом и имеющих общую ось 

вращения, причем при вращении на блок действует момент сил 

сопротивления М = at, где a – постоянная. Определить угловую 

скорость блока (t) и момент его вторичной остановки, если дви-

жение начинается из состояния покоя. 

 

Задача 2. На неподвижную горизонталь-

ную ось О  насажено зубчатое колесо 1 радиу-

са r  и массы m , а на параллельную ей ось О  

насажены жестко скрепленные между собой 

зубчатое колесо 2 радиуса r  и массы m  и 

гладкое колесо 3 радиуса r  и массы m . На колесо 3 намотана не-

весомая веревка, к концу которой прикреплен груз 4 массы m. 

Считая все колеса однородными дисками, определить скорость и 

ускорение груза 4, если он опустился вниз на расстояние h без на-

чальной скорости. 
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В а р и а н т  2 0  

Задача 1. Однородный горизон-

тальный диск радиуса r и массы m мо-

жет вращаться вокруг проходящей че-

рез его центр О вертикальной оси. 

Вдоль радиуса ОА по направляющей 

может двигаться точечное тело А мас-

сы m . В начальный момент времени к 

диску приложили вращающий момент 

M = αt, где α –постоянная, а тело А на-

чало двигаться от точки О с постоянной относительной скоро-

стью vr = v . Определить зависимость угловой скорости вращения 

(t) и ее величину, когда тело А достигнет края диска. 

 

Задача 2. К кривошипу ОА 

эпициклического механизма, распо-

ложенного в горизонтальной плос-

кости, приложен вращающий мо-

мент М0. На оси сателлита (подвиж-

ной шестерни 1) действует посто-

янный момент М1 сил сопротивле-

ния. Считая кривошип тонким од-

нородным стержнем массы m0, а сателлит – однородным диском 

массы m1 и радиуса r1, определить угловую скорость кривошипа 

как функцию угла поворота и его угловое ускорение, если в на-

чальный момент система находилась в покое, а радиус неподвиж-

ной шестерни 2 равен r2. 

В а р и а н т  2 1  

Задача 1. Груз 1 массы m  поднимается посред-

ством каната, навитого на барабан 2, к которому 

приложен вращающий момент М = at
2
, где a – по-

стоянная. В начальные моменты времени, из-за ма-

лости величины вращающего момента, груз на са-

мом деле будет опускаться. И лишь с некоторого 

момента времени начнет подниматься. Полагая, что 

движение начинается из состояния покоя, определить угловую 
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скорость вращения барабана как функцию времени, а также мо-

мент времени, когда система остановится и барабан начнет 

щаться в другую сторону. Барабан 2 считать однородным цилин-

дром радиуса r и массы m . 
 

Задача 2. Каток 1, который катится 

без скольжения вниз по наклонной плос-

кости с углом α наклона к горизонту, с 

помощью невесомой и нерастяжимой 

нити поднимает из состояния покоя груз 

2 массы m  вверх по наклонной плоско-

сти с углом . Нить перекинута через 

блок 3. Считая каток 1 и блок 3 однородными дисками массы m и 

радиусом r каждый, определить скорость тела 2 в зависимости от 

пройденного им пути и его ускорение. Коэффициент трения 

скольжения f, трением качения пренебречь. 

В а р и а н т  2 2  

Задача 1. К грузам А и В массами 

m1 и m2 соответственно прикреплены 

нерастяжимые нити, вторые концы ко-

торых намотаны на однородные диски 

1 и 2 массами ,  и радиусами r1 и r2 

(r2 > r1). Диски жестко соединены ме-

жду собой и насажены на общую ось. Груз B, спускаясь по на-

клонной плоскости с углом  наклона к горизонту, раскручивает 

диски и поднимает груз A вверх по наклонной плоскости с углом 

α, при этом на блок действует постоянный момент сил сопротив-

ления М. Определить угловую скорость вращения блока как 

функцию времени и ускорение груза В. Силами трения и массой 

нитей пренебречь, движение начинается из состояния покоя. 

 

Задача 2. Грузы 1 и 2 массами m  и 

m  соединены невесомой нерастяжимой 

нитью, переброшенной через блок 3 ра-

диуса r и массы m. Груз 2, опускаясь, 

поднимает груз 1 вверх по шероховатой 
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наклонной плоскости. Считая блок однородным диском, опреде-

лить скорость груза 2 в зависимости от пройденного им расстоя-

ния и его ускорение, если коэффициент трения скольжения f, а 

угол наклона плоскости к горизонту α. Движение начинается из 

состояния покоя. 

В а р и а н т  2 3  

Задача 1. Блоки радиусами r  и r  жестко 

скреплены между собой и насажены на общую ось. 

Грузы 1 и 2 массами m  и m , разматывая нити, на-

мотанные на блоки, приводят их во вращение. 

Пренебрегая массой нитей и считая блоки одно-

родными дисками массами М  и М  соответствен-

но, определить скорость груза 2 как функцию вре-

мени, если движение начинается из состояния по-

коя и при вращении на блоки действует момент 

сил сопротивления М = α , где α – постоянная. 

 

Задача 2. Груз 1 массы m , опуска-

ясь вертикально вниз, раскручивает сту-

пенчатый блок 2 посредством невесомой 

и нерастяжимой нити, которая намотана 

на колесо блока радиуса r . На большее 

колесо блока, имеющее радиус r , намо-

тана другая нить, второй конец которой привязан к грузу 3 массы 

m, скользящему по наклонной плоскости с коэффициентом тре-

ния скольжения, равным f, и углом наклона α. Блок состоит из 

однородных дисков массами  и  соответственно, жестко со-

единенных друг с другом и имеющих общую ось вращения. Оп-

ределить скорость груза 3 в зависимости от пройденного им рас-

стояния и его ускорение, если движение начинается из состояния 

покоя. 

В а р и а н т  2 4  

Задача 1. Барабан 1 массы m1 и радиуса r приводится во вра-

щение посредством груза 2 массы m2, привязанного к концу не-

растяжимого троса. Трос переброшен через идеальный блок 3 и 
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намотан на барабан 1. При вращении барабана 

появляется момент сил сопротивления M, 

пропорциональный времени, M = αt, где α – 

постоянная. Полагая, что движение начинает-

ся из состояния покоя, определить зависи-

мость угловой скорости барабана от времени и 

момент времени, когда система снова остановится. Барабан счи-

тать однородным цилиндром, массой каната пренебречь. 

 

Задача 2. Груз 1 массы m , спускаясь по наклонной плоско-

сти с углом β наклона к горизонту, с по-

мощью невесомой и нерастяжимой нити 

поднимает из состояния покоя каток 2, 

который катится без скольжения по на-

клонной плоскости с углом α. Нить пе-

рекинута через блок 3. Считая каток 2 и 

блок 3 однородными дисками массы m и 

радиуса r каждый, определить скорость тела 1 в зависимости от 

пройденного им пути и его ускорение. Коэффициент трения 

скольжения f, трением качения пренебречь. 

В а р и а н т  2 5  

Задача 1. Груз 1 массы m , опуска-

ясь вертикально вниз, раскручивает сту-

пенчатый блок 2 посредством невесомой 

и нерастяжимой нити, которая намотана 

на колесо блока радиуса r . На большее 

колесо блока, имеющее радиус r , намо-

тана другая нить, второй конец которой 

привязан к грузу 3 массы m, скользящему по гладкой наклонной 

плоскости с углом наклона α. Блок состоит из однородных дисков 

массами μ  и μ  соответственно, жестко соединенных друг с дру-

гом, причем при вращении на блок действует момент сил сопро-

тивления М = at , где a – постоянная. Определить скорость v (t) 

груза 1 и момент его остановки, если движение начинается из со-

стояния покоя. 
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Задача 2. Нить, один конец которой 

плен неподвижно, огибает подвижный блок 1 

(масса m, радиус r, момент инерции относи-

тельно центра масс J) и неподвижный блок 2 с 

тем же радиусом и моментом инерции J . На 

другом конце нити подвешен груз 3 массы m0. Считая свободные 

участки нити вертикальными, определить скорость и ускорение 

груза 3, если он опустился вниз на расстояние h без начальной 

скорости. 

В а р и а н т  2 6  

Задача 1. Шкив М, вращающийся с 

угловой скоростью 0, тормозится при 

помощи ручного тормоза АВ. Сила, с ко-

торой давят на ручку тормоза, F = at, где 

a –постоянная. Считая шкив однородным 

диском радиуса r, определить, через ка-

кое время шкив остановится и сколько он 

совершит оборотов, если коэффициент трения между тормозом и 

шкивом f, длина рукоятки АВ = l, расстояние АС = b. 

 

Задача 2. Груз 1 массы m движется 

по горизонтальной плоскости под дей-

ствием постоянной силы F, направлен-

ной под углом α к горизонту, и при по-

мощи нити вращает ступенчатый блок 

2, представляющий собой два однород-

ных диска, жестко соединенных друг с 

другом и имеющих общую ось враще-

ния. На больший диск, имеющий радиус r  и массу m1, намотана 

нить от груза 1, а на меньший, имеющий радиус r  и массу m , на-

мотана другая нить, ко второму концу которой прикреплен груз 3 

массы m . Определить скорость груза 1 в зависимости от прой-

денного им расстояния и его ускорение, если коэффициент трения 

скольжения равен f, участок нити АВ горизонтален, а движение 

начинается из состояния покоя. 
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В а р и а н т  2 7  

Задача 1. Находящаяся в верти-

кальной плоскости однородная пла-

стина в виде прямоугольного тре-

угольника АВС может вращаться во-

круг вертикальной оси z, совпадаю-

щей со стороной АС. Масса пластины 

m, ее радиус инерции относительно 

указанной оси равен . В начальный 

момент времени из вершины А вдоль 

стороны АВ начинает двигаться то-

чечное тело 1 массы m  с относитель-

ной скоростью vr = at, где a – постоянная, а к пластине приклады-

вается вращающий момент M = bt, где b – постоянная. Опреде-

лить угловое ускорение пластины. Угол наклона стороны АВ к 

горизонту равен α. 
 

Задача 2. Кривошип ВА гипоциклического механизма, распо-

ложенного в горизонтальной плоскости, вра-

щается из состояния покоя под действием по-

стоянного момента М и приводит в движение 

сателлит (подвижную шестерню 1). Считая 

кривошип тонким однородным стержнем 

массы m0 , а сателлит – однородным диском 

массы m1 и радиуса r1, определить угловую скорость кривошипа 

как функцию угла поворота и его угловое ускорение. Радиус не-

подвижной шестерни 2 равен r2. 

В а р и а н т  2 8  

Задача 1. Однородный горизонталь-

ный диск радиуса r и массы m может 

вращаться вокруг проходящей через его 

центр О вертикальной оси. Вдоль радиуса 

ОА по направляющей может двигаться 

точечное тело А массы m0. В начальный 

момент времени к диску приложили по-

стоянный вращающий момент M, а тело А 

начало двигаться от точки О с относи-
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тельной скоростью vr = at, где a – постоянная. Определить угло-

вое ускорение диска. 
 

Задача 2. К кривошипу ОА 

эпициклического механизма, распо-

ложенного в горизонтальной плос-

кости, приложен вращающий мо-

мент М = М0  α , где М0 и α – по-

ложительные постоянные, а  – уг-

ловая скорость кривошипа. Считая 

кривошип тонким однородным 

стержнем массы m0, а сателлит 

(подвижную шестерню 1) – однородным диском массы m1 и ра-

диуса r1, определить угловую скорость кривошипа как функцию 

угла поворота и его угловое ускорение, если в начальный момент 

система находилась в покое, а радиус неподвижной шестерни 2 

равен r2. 

В а р и а н т  2 9  

Задача 1. Однородный горизонталь-

ный диск радиуса r и массы m вращается 

вокруг проходящей через его центр О 

вертикальной оси под действием момента 

M = αt, где α – постоянная. По краю дис-

ка в противоположном вращению на-

правлении движется точечное тело А 

массы m  с относительной скоростью 

vr = at, где a – постоянная. Определить 

угловое ускорение диска. 

 

Задача 2. Груз 1 массы m , опуска-

ясь по вертикали, раскручивает ступен-

чатый блок 2 посредством невесомой и 

нерастяжимой нити, которая намотана 

на колесо блока радиуса r . На меньшее 

колесо блока, имеющее радиус r , намо-

тана другая нить, второй конец которой 
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привязан к грузу 3 массы m3, скользящему по горизонтальной 

плоскости с коэффициентом трения скольжения равным f. Блок 

состоит из однородных дисков массами  и  соответственно, 

жестко соединенных друг с другом и имеющих общую ось вра-

щения. При вращении блока на него действует постоянный мо-

мент сил сопротивления Мс. Определить скорость груза 3 в зави-

симости от пройденного им расстояния и его ускорение, если 

движение начинается из состояния покоя. 

В а р и а н т  3 0  

Задача 1. Однородный горизон-

тальный диск радиуса r и массы m вра-

щается вокруг проходящей через его 

центр О вертикальной оси под действи-

ем момента M = αt, где α – постоянная. 

По краю диска в направлении его вра-

щения движется точечное тело А массы 

m  с относительной скоростью vr = at
2
, 

где a – постоянная. Определить угловое 

ускорение диска. 

 

Задача 2. К барабану 1 ворота радиуса r1 и массы m1 при t = 0 

приложен вращающий момент M = aφ, где a – постоянная, а φ – 

угол поворота. При вращении барабана по наклонной плоскости с 

углом α при помощи намотанного на бара-

бан невесомого троса из состояния покоя 

поднимается груз 2 массы m. Считая, что ко-

эффициент трения скольжения равен f, опре-

делить угловую скорость вращения барабана 

в зависимости от угла φ. Определить также 

ускорение груза 2 и момент времени, когда груз начнет движение. 

 

Пример 1. Барабан 1 веса P начинает раскручиваться из со-

стояния покоя под действием груза 2 веса Q (рис. 12.1). Опреде-

лить зависимость угловой скорости вращения барабана от време-

ни. Весом нити и трением барабана об ось пренебречь, барабан 

считать однородным диском радиуса r. 
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Решение. В качестве системы возьмем 

совокупность тел барабан + нить + груз 

(см. рис. 12.1). Тогда внешними силами, 

действующими на выбранную систему, яв-

ляются: силы тяжести барабана P и груза Q, 

а также реакция оси N. Направим ось Oz 

вдоль оси вращения барабана и запишем 

теорему об изменении момента импульса 

zK  системы в проекции на эту ось 

 
e

kz
z M

dt

dK
F .  (12.1) 

Моменты сил P и N относительно выбран-

ной оси равны нулю, так как линия их дей-

ствия проходит через ось, а момент силы Q 

есть Mz(Q) = –Qr. Момент импульса системы складывается из 

моментов импульса барабана 1 (Kz1) и  груза  2 (Kz2),  относитель-

но  данной  оси:  Kz = Kz1 + Kz2,  где  Kz1 = –Jz  = –(Pr
2
/2g), а  Kz2 = 

= –(Qvr/g) = –(Q r
2
/g). Подставляя все эти выражения в (12.1), 

приходим к уравнению 

( )

d Qg

dt r P Q
, 

интегрируя которое с учетом начального условия (0) = 0, полу-

чаем искомый закон изменения угловой скорости 

(t) = Qgt/[r(P + Q)] . 

 

Пример 2. Доска веса P  положена на два катка веса Q  каж-

дый. На доску дейст-

вует постоянная сила 

F , составляющая с 

горизонтом угол  

(рис. 12.2). Катки яв-

ляются однородными 

дисками, а проскаль-

зывания катков с дос-

кой и с горизонталь-
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ной плоскостью нет. В начальный момент времени система по-

коились. Определить ускорение доски. 

Решение. Исследуемой механической системой в данной за-

даче является доска вместе с катками. Для решения задачи при-

меним теорему об изменении кинетической энергии: 
ie AATT 12 . В качестве 2T  и 1T  возьмем значения 

кинетической энергии системы в произвольный момент времени 

)(2 tTT  и в начальный момент времени )0(1 TT . По условию 

задачи в начальный момент времени система покоилась, поэтому 

0)0(T . Кинетическая энергия в момент времени t складывает-

ся из кинетической энергии доски dT  и двух катков kT2 : 

kd TTtT 2)( . Так как доска движется поступательно, то 

gPVTd 2/2
. Каждый из катков совершает плоское движение, 

поэтому, согласно теореме Кенига, 
2 22 2k c cT QV g J , 

где Vc – скорость оси катка,  – угловая скорость его вращения, а 

Jc – момент инерции катка относительно его оси. Так как каток 

является однородным диском, то Jc = Qr
2
/2g, где r – радиус катка. 

Учитывая теперь условие отсутствия проскальзывания катков с 

доской и с плоскостью, выпишем кинематические соотношения, 

связывающие V, Vc и : V = 2Vc, Vc = r. Следовательно, kT  

gQV 16/3 2
, и тогда gVQPtT 16/)38()( 2

. 

Вычислим теперь работу всех внешних и внутренних сил за 

интервал времени от 0  до t . Так как система состоит из абсо-

лютно твердых тел и при этом проскальзывание между доской и 

катками отсутствует, то сумма работ всех внутренних сил 

0iA . Внешними силами, действующими на систему, явля-

ются силы тяжести доски P и катков Q , постоянная сила F , 

нормальные реакции плоскости 1N  и 2N  и силы трения между 

катками и плоскостью 1F  и 2F , приложенные в точках контакта 

1K  и 2K  катков (см. рис. 12.2). Из всех сил работу совершает 
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только сила F , т.е. А
е
 = FS cos , где S – перемещение доски за 

время t . Действительно, силы тяжести работу не совершают, так 

как перемещения точек приложения этих сил перпендикулярны 

их направлениям. Нормальные же реакции 1N , 2N и силы трения 

1F , 2F  работу не совершают, так как они приложены к мгновен-

ным центрам скоростей 1K  и 2K  катков (в силу отсутствия про-

скальзывания между катками и плоскостью). Поэтому элементар-

ные перемещения этих точек равны нулю 0
21 KK dsds , тем 

самым равна нулю и элементарная работа указанных сил. Следо-

вательно, равна нулю и суммарная их работа за время от 0  до t . 

 Таким образом, теорема об изменении кинетической энергии 

в данном случае имеет вид 

cos16/)38( 2 FSgVQP .  (12.2) 

Для определения ускорения доски a  продифференцируем равен-

ство (12.2) по времени 

cos8/)38( SFgVaQP  . 

Учитывая теперь, что VS  и сокращая последнее равенство на 

общий множитель V , окончательно получаем 

)38/(cos8 QPFga . 

13. Задание 6. Физический маятник 

Задача 1. Физический маятник представляет собой твердое 

тело (варианты 1–30), состоящее из круглой или полукруглой од-

нородной пластины диаметром d = 0.2 м, однородного стержня 

длиной l = 0.8 м и пластины с вырезом. Форма пластин с вырезом 

варьируется. Так, в вариантах 1–5 она имеет форму полукруга ра-

диусом R = 1 м, в вариантах 6–10 – это правильный шестиуголь-

ник со стороной R = 1 м, в вариантах 11–15 и 21–25 – квадрат со 

стороной R = 1 м, в вариантах 16–20 – правильный треугольник со 

стороной R = 1 м, в вариантах 26–30 – сектор с центральным уг-

лом 270
о
 и 90

о
. Вырез(ы) изображены на рис. 13.1 и имеют харак-

терный размер r = 0.25 м. Масса погонного метра стержня 
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1 = 10 кг/м, масса 1 м
2
 пластин 2 = 150 кг/м

2
. Определить закон 

движения малых колебаний физического маятника в поле тяже-

сти. Начальное положение маятника и его начальная угловая ско-

рость даны в табл. 13.1. 

Задача 2. На твердое тело, описанное в задаче 1 (варианты 1–

30 на рис. 13.1), действует в отсутствии силы тяжести в плоскости 

движения маятника вращающий момент Mz = bt + c, где постоян-

ные b и с даются в табл. 13.1. Найти закон вращения данного тела 

и определить для произвольного момента времени кинетическую 

энергию, кинетический момент относительно оси вращения и ра-

боту, совершенную внешними силами. Начальное положение тела 

и его начальная угловая скорость даны в табл. 13.1. 
 

Таблица 13.1 

Варианты φ0 0  b c 

1, 6, 11, 16, 21, 26 /25 0.0 2 –32 

2, 7, 12, 17, 22, 27 /35 0.2 –4 16 

3, 8, 13, 18, 23, 28 /45 0.4 8 –8 

4, 9, 14, 19, 24, 29 /55 0.5 –16 4 

5, 10, 15, 20, 25, 30 /65 0.6 32 –2 
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Рис. 13.1 
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3 8 

4 9 

5 10 

11 16 

12 17 

Рис. 13.1 (продолжение) 
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Рис. 13.1 (продолжение) 
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22 27 

23 28 

24 29 

25 30 

Рис. 13.1 (окончание) 
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Пример 1. Физический маятник 

(рис. 13.2) состоит из тонкого одно-

родного стержня длиной l2 = 0.4 м и 

двух пластин, одна и которых круглая  

радиусом r1 = 0.1 м, а другая представ-

ляет собой эллипс с круглым вырезом. 

Длина полуосей эллипса а3 = 0.6 м, 

b3 = 0.3 м, радиус выреза r4 = 0.2 м. 

Центр выреза смещен в сторону оси 

вращения от центра эллипса на рас-

стояние d = 0.3 м. Плотность стержня и 

пластин соответственно:  = = 25 кг/м, 

s = 150 кг/м
2
. Ось вращения этого ма-

ятника проходит через центр верхней 

круговой пластины радиуса r1 перпен-

дикулярно плоскости тела. В началь-

ный момент времени он отклоняется 

от вертикали на угол   0 =  /25 и предос-

тавляется самому себе. Определить за-

кон движения 

малых колеба-

ний физического маятника в поле тяжести. 

Решение. Уравнение вращательного 

движения маятника следует из теоремы 

моментов относительно оси вращения Оz 

 )( e

k

k

zz MJ F .    (13.1) 

На маятник, представленный на рис. 13.2, 

действуют две силы – сила тяжести и сила 

реакции шарнира в точке подвеса 

(рис. 13.3). Поскольку момент последней 

силы относительно оси Оz равен нулю, то 

уравнение (13.1) для данного физического 

маятника сводится к следующему 

 sinMgaJ z
 ,    (13.2) 

где а – расстояние от центра тяжести до 
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r4 

2a3 

2b3 

r1 

Рис. 13.2 
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оси вращения. Уравнение малых колебаний физического маятни-

ка тогда принимает вид 
2 0,k   k

2
 = Mg a / Jz.   (13.2а) 

Начальные условия для уравнения (13.2) имеют вид:  

0)0(,25/)0( 00 tt  .  (13.3) 

Теперь следует определить входящие в 

уравнение (13.2а) положение центра тяже-

сти а физического маятника и его момент 

инерции zJ . Поскольку нам необходимо 

знать лишь расстояние от центра тяжести 

до оси вращения, то достаточно опреде-

лить координату хс центра тяжести маят-

ника в положении равновесия (рис. 13.4), 

которая и равна а. Для этого разобьем тело 

на следующие части: 1 – круговую пла-

стину радиуса r1, 2 – тонкий стержень 

длиной l2, 3 – эллиптическую пластину без 

выреза, 4 – круговую пластину (вырез) ра-

диусом r4. Выберем систему координат 

Oxy с началом на оси вращения. Тогда, 

воспользовавшись методом дополнений, 

для искомой координаты получим выра-

жение 

1 1 2 2 3 3 4 4

1 2 3 4

c

M x M x M x M x
x

M M M M
, 

где xс, kx  – координаты центров тяжести по оси Оx всего тела и k-й 

его части соответственно, а Мk – масса k-й его части. Положения 

центров масс частей и всего тела показаны на рис. 13.4. Вычисляя 

эти величины, имеем 
 x1 = 0,     M1 =  r1

2
s = 4.71 кг, 

 x2 = r1 + l2 /2 = 0.3 м,   M2 = l2 1 = 10 кг, 

 x3 = r1 + l2 + a3 = 1.1 м,  M3 =  a3 s = 84.82 кг, 

 x4 = x3 – d = 0.8 м,   M4 =  r4
2

s = 18.85 кг. 

Таким образом, 

 

x 

y 

1 

2 

O 

4 

3 

 x2 

x4 

C  xс 
 x3 

K   

Рис. 13.4 
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0.3 10 1.1 84.82 0.8 18.85

4.71 10 84.82 18.85
cx  = 1.01 м. 

Вычислим теперь момент инерции данного маятника. Для 

этого снова воспользуемся введенным разбиением тела. Тогда 

4321 zzzzz JJJJJ .    (13.4) 

Здесь Jz, Jzk – соответственно моменты инерции всего тела и k-й 

его части относительно оси вращения. 

Согласно теореме Гюйгенса – Штейнера, Jzk = Jzсk + Mk xk
2
, где 

Jzсk – моменты инерции k-й части тела относительно оси, прохо-

дящей через центр масс этой части и параллельной оси вращения. 

Тогда 

Jz1 = (1/2)M1 r1
2
 = (1/2)4.71(0.1)

2
 = 0.02 кг м

2
, 

Jz2 = (M2 /12)l2
2
 + M2 x2

2
 = (10/12)(0.4)

2
 + 10(0.3)

2
 = 1.03 кг м

 2
, 

Jz3 = (M3/4)(a3
2
 + b3

2
) + M3 x3

2
 = (84.82/4)(0.6

2
 + 0.3

2
) + 84.82(1.1)

2
 = 112.17 кг м

 2
, 

Jz4 = (M4 /2)r4
2
 + M4 x4

2
 = (18.85/2)(0.2)

2
 + 18.85(0.8)

2
 = 12.44 кг м

 2
. 

Откуда, используя формулу (13.4), находим 

zJ  = 0.02 + 1.03 + 112.17 – 12.44 = 100.78 кг м
2
, 

В результате входящая в уравнение (13.2а) частота колебаний k 

равна 
 

82.2
78.100

01.181.968.80

zJ

Mga
k с

–1. 

Общее решение уравнения (13.2а) имеет вид: 

)sin()( tt . Закон же изменения угловой скорости физиче-

ского маятника тогда описывается выражением: 

)cos()( tkt . Используя начальные данные (13.3), оконча-

тельно находим 

)282.2sin(13.0)( tt . 

Пример 2. Задача 2 состоит в определении характеристик 

вращательного движения твердого тела, описанного в задаче 1 

(см. рис. 13.2), если к нему прикладывается момент внешних сил 

Mz = 8 t + 2 (Н м), а сила тяжести отсутствует (рис. 13.5). Итак, 

для указанного тела необходимо найти закон движения и опреде-

лить для произвольного момента времени кинетическую энергию, 

кинетический момент относительно оси вращения и работу, со-
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вершенную внешними силами. Начальное 

жение тела и его начальная угловая скорость за-

даны так 

0)0(,0)0( tt .  (13.5) 

Решение. Начнем с определения закона 

движения тела. Уравнение движения теперь, в 

отличие от уравнения (13.2), имеет вид 

    zz MJ   

или 

    28t
dt

d
J z . 

Интегрируя последнее уравнение, находим 

закон изменения угловой скорости тела 

1

2 2

2

8
ct

J
t

Jdt

d
t

zz

 

и закон его движения 

21

23

2

2

6

8
ctct

J
t

J
t

zz

. 

Из начальных условий (13.5) находим, что c1 = 0, c2 = 0. Учитывая 

дальше вычисленное выше значение момента инерции относи-

тельно оси z, окончательно получаем 

ttt 02.004.0 2 , 23 01.00132.0 ttt . 

Момент количества движения рассматриваемого твердого те-

ла относительно оси вращения равен 

]02.004.0[78.100 2 tttJtK zz . 

Кинетическая энергия тела определяется соотношением 
222 ]02.004.0[39.502/ tttJtE z
. 

Наконец, работа, произведенная за время t внешним моментом, 

равна 

2

0 0

4 3 2

( ) (8 ' 2)(0.04 ' 0.02 ') '

0.32 0.16 0.08 0.04 .

zT t M d t t t dt

t t t t

 

 

 

 

C  

R  

Рис. 13.5 

Mz 
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14. Задание 7. Принцип Даламбера 

Применяя принцип Даламбера, определить: 

 силы реакции внешних связей – подпятника и цилиндриче-

ского подшипника (задачи 1–24) или двух подшипников (задачи 

25–30); 

 внутренние усилия: в пружине (задачи 1–12), в сечении S 

невесомого стержня 1 (задачи 13–24), в сечении Y вала (задачи 

25–30). 

Силы реакций и внутренние усилия требуется определить в 

положении систем, указанных на рис. 14.1, т.е. в момент времени, 

когда все элементы системы находятся в плоскости рисунка. 

Положения сечений S и Y заданы соответственно расстояни-

ем от конца стержня 1, лежащего на оси вращения, и от точки A 

вала. Величины этих расстояний приведены в табл. 14.1 в столб-

цах 1 и 2 соответственно. Точка A крепления вала фиксирована, а 

положение другой точки крепления в подшипнике приведено в 

табл. 14.1 в столбце 3. Точки крепления невесомого (прямолиней-

ного или ломаного) стержня 1 и однородного стержня 2 указаны в 

табл. 14.1 в столбцах 4 и 5 соответственно. Точки B, C, D в 

табл. 14.1 делят вал AE на четыре равные части AB = BC = CD = 

= DE = 1.5 м. 

Все стержни имеют одинаковую длину L, стержень 1 невесо-

мый, а стержни 2, 3, 4 имеют одинаковую массу  (кг/м) едини-

цы длины. Величины L и , а также углы ,,  в градусах 

приведены в табл. 14.1. Положение стержня 4 и конца ломаного 

стержня 1 с точечной массой не зависит от угла , а соответству-

ет горизонтальному или вертикальному положению, показанному 

на рисунках. 

Масса m точечного груза, закрепленного на стержне 1, равна 

5 кг. Невесомая пружина, удерживающая стержень 3 в заданном 

положении (задачи 1–12), соединена с валом и стержнем 2 иде-

альным цилиндрическим подшипником. Все остальные связи 

также считать идеальными. Поперечными размерами стержней и 

вала, а также веса вала можно пренебречь. 
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Закон изменения угла поворота вала )(t (рад) при вращении 

приведен в табл. 14.2 для каждого варианта, остальные углы за-

даны в градусах. Строка в табл. 14.1 определяет подвариант и да-

ется преподавателем. 

 
Таблица 14.1 

 Условия 

Вариант 1 2 3 4 5 L, м     

1 0.5L 4 E D B 1.5 60 120 30 3 

2 0.7L 4 D E C 1 30 150 60 4 

3 0.8L 2 C B D 1.2 45 135 30 2 

4 0.3L 2 E D C 1 60 120 45 4 

 

 

 

Таблица 14.2 

1 2 3 4 5 6 7 

3(t + 1) 4(2 – t) 5(2 + t) (1 + t)/3 (1 + 4t)/5 (5 – 2t)/3 (1 + t)/3 

8 9 10 11 12 13 14 

(3t + 1)/5 3(1 – t) (2 + 3t)/5 (1 + 4t)/8 (1 – 2t)/2 4(1 – 2t) 5(1 + t/2) 

15 16 17 18 19 20 21 

5(t/2 + 2) 2(2 – t/3) 5(2 + t/4) (5 + 2t)/3 (4t – 2)/2 3(5 – t/2) (1 + 4t)/3 

22 23 24 25 26 27 28 

5(t/4 + 2) 3(2 – t/5) 5(2 + t/4) (1 + 3t)/4 (1 + t)/5 (1 – 4t)/3 (5 + 5t)/3 

29 30 

3t + 7 8 – t/3 
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Рис. 14.1 
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Рис. 14.1 (продолжение)
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Рис. 14.1 (окончание) 

 

Пример. Невесомый вал AE (рис. 14.2) 

длиной 6 м (AB = BC = CD = DE = 1.5 м) вра-

щается по закону 10/8 t . К валу в точ-

ке E жестко прикреплен невесомый стержень 1, 

а в точке D – однородный стержень 2. На конце 

стержня 1 закреплен точечный груз массы 

m = 3 кг. К стержню 2 шарнирно прикреплен 

однородный стержень 3, свободный конец ко-

торого удерживается в заданном состоянии не-

весомой пружиной. Все стержни имеют одина-
 

Рис. 14.2 
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ковую длину L = 2 м, а масса единицы длины однородных стерж-

ней 2, 3  = 2 кг/м. Углы  = 30 ,  = 150 ,  = 60 . 

В момент времени, когда все элементы системы находятся в 

плоскости рис. 14.1, определить: 

 реакции связей, подпятника и подшипника в точках A и C 

вала; 

 усилия в пружине и в сечении S стержня 1, если расстояние 

ES = 0.5 L. 

Решение. Для определения искомых реакций связей рас-

смотрим движение заданной механической системы и применим 

принцип Даламбера. Введем координаты x, y (рис. 14.3) и опреде-

лим величину, направление действия и точки приложения сил, 

действующих на систему. Начнем с определения сил инерции. 

Так как вал вращается равномерно с угловой скоростью 

10/8)(t 8 рад/с, то все элементы системы, обладаю-

щие массой, имеют только нормальные составляющие ускорения 

jn xa 2
, где jx  – кратчайшее расстояние от j-го элемента то-

чечной массы jm  до оси вращения.  

 
Рис. 14.3 
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Следовательно, силы инерции j  в рассматриваемом случае на-

правлены от вала, перпендикулярно ему и лежат в плоскости ри-

сунка (рис. 14.4). Для точечной массы, закрепленной на стержне 

1, имеем 

 1

2

1 hm  = 331.2 H,    (14.1) 

где радиус вращения точечной 

массы равен sin1 Lh  = 1.73 м. 

Что касается однородных стерж-

ней 2 и 3, то на каждый j-й эле-

мент длины jl  этих стержней 

действует сила инерции 

jjj xl 2
. Эпюры парал-

лельных сил инерции для стержня 

2 образуют треугольник DGK, а 

для стержня 3 – прямоугольник 

KFNG (см. рис. 14.4). Каждую из 

полученных систем сил инерции 

заменим ее равнодействующей. Так как модуль главного вектора 

сил инерции любого тела имеет значение cma , где m – масса 

тела, a ca  – ускорение центра масс, то для стержней 2 и 3 соот-

ветственно получим 

33332222 , cccc LaamLaam . (14.2) 

 

Ускорения центров масс стержней 2 и 3 равны 

3

2

32

2

2 , cccc haha ,   (14.3) 

где 32 , cc hh  – расстояния от центров масс стержней 2 и 3 до оси 

вращения: sin5.02 Lhc  = 0.5 м, sin3 Lhc  = 1.0 м 

Подставив в (14.2) формулы (14.3) и вычисляя полученное, 

находим: 2

2

2 chL  = 128 Н, 3

2

3 chL  = 256 Н.  При 

этом линии действия равнодействующих 32 ,ΦΦ  пройдут через 

центры тяжестей соответствующих эпюр сил инерции. Следова-

 
Рис. 14.4 



 131 

тельно, точка приложения силы Ф2 расположена на расстоянии 

LDl 3/2  от точки D, а силы 3Φ  – на расстоянии 2/LKt  от 

точки K (см. рис. 14.3, 14.4). 

Определим теперь активные силы – силы тяжести точечного 

груза 1P  и стержней 2P  и 3P : 

mgP1  = 30 Н, gLPP 32  = 40 Н. 

Точки приложения этих сил совпадают с центрами масс рассмат-

риваемых элементов системы, а направления – с направлением 

ускорения свободного падения g  (см. рис. 14.3). 

Освободим механическую систему от внешних связей, заме-

ним действие подпятника реакциями AyAx RR , , а действие под-

шипника – реакцией CR , которая направлена перпендикулярно к 

валу (см. рис. 14.3). 

Таким образом, определив все силы и изобразив их на от-

дельном рисунке, приступим к нахождению реакций опор. Со-

гласно принципу Даламбера, приложенные к механизму активные 

силы, силы реакции и силы инерции образуют уравновешенную 

систему сил (см. рис. 14.3). Поскольку система плоская, то для 

нее можно составить три уравнения равновесия 

0321 AxC

k

kx RRF , 

0321 Ay

k

ky RPPPF ,   (14.4) 

0( 332211332211) ACRHHHhPhPhPF C

k

kAm . 

В уравнении моментов сил относительно точки A плечи сил рав-

ны: 
60cos1 LAEH  = 5 м, Н2 = AD – 2L cos 30  /3 = 3.34 м, 

Н3 = AD – L cos 30  = 1.77 м. 

Решая систему уравнений (14.4), находим искомые реакции 

связей: RC = –257 Н, RAx = –206 Н, RAy = 110 Н. 

Определим теперь реакцию пружины и внутренние усилия 

стержня 1 в сечении S. Для нахождения усилия пружины рас-

смотрим отдельно равновесие стержня 3, на который действует 
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реакция пружины RПу. Действие шарнира K заменим реакциями 

KxR  и KyR . Изобразим стержень 3 вместе с действующими на 

него силами – силой тяжести 3P , реакциями KxR , KyR , ПR  и 

силой инерции Ф3 на отдельном ри-

сунке (рис. 14.5). 

Вектор силы ПR  направлен 

вдоль пружины, которая в силу иде-

альности связи с валом и отсутствия 

веса перпендикулярна валу (при от-

клонении пружины от нормали по-

является реакция ПyR  вдоль вала, 

которая будет возвращать пружину 

в исходное состояние). Согласно 

принципу Даламбера, система сил, 

действующих на стержень 3, вместе с силой инерции Ф3 находит-

ся в равновесии. Для определения ПR  достаточно составить одно 

уравнение равновесия – уравнение моментов относительно точки 

K 

05.0)( 3 LRLFm П

k

kK . 

Откуда получаем ПR  = 128 Н. Усилие, растягивающее пружину, 

равно по величине и противоположно по направлению ПR . Из 

уравнения видно, что это усилие вызвано только силой инерции. 

Усилия в сечении S стержня 1 являются внутренними. Чтобы 

найти их, условно разрежем стержень и рассмотрим движение 

части mS (рис. 14.6). Действие отбро-

шенной части стержня необходимо за-

менить составляющими реакции 

SySxS RRR  и парой сил с момен-

том SM . Для вычисления этих вели-

чин воспользуемся принципом Далам-

бера и составим для части mS три 

уравнения кинетостатического равно-

 
Рис. 14.5 

 
Рис. 14.6 
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весия 

01 Sx

k

kx RF , 01 Sy

k

ky RPF , 

0)( 4141 S

k

kS MHhPFm , 

где плечи сил Р1 и Ф1 соответственно равны: h4 = L cos30  /2 = 

= 0.87 м, H4 = L sin30  /2 = 0.5 м. В результате решения данной 

системы уравнений находим: MS = 140 Н м, RSx = 322.2 Н, RSy = 30 Н. 

15. Задание 8. Применение принципа возможных 

перемещений к определению реакций опор составной 

конструкции 

Применяя принцип возможных перемещений, определить ре-

акции связей составных конструкций. Схемы конструкций пока-

заны на рис. 15.1, а необходимые для решения данные приведены 

в табл. 15.1. На рисунках все размеры указаны в метрах. 

 
Таблица 15.1 

Ва-

ри-

ант 

Нагрузка Ва-

ри-

ант 

Нагрузка 

Р1,
 

кН 

Р2,
 

кН 

q, 

кН/м 

M, 

кН м 

Р1,
 

кН 

Р2,
 

кН 

q, 

кН/м 

M, 

кН м 

1 15 14 3 10 16 3 10 2 10 

2 13 12 2 6 17 1 8 1 8 

3 11 10 1 5 18 3 6 3 6 

4 9 8 3 14 19 5 4 2 7 

5 7 6 2 12 20 7 2 1 5 

6 8 5 1 4 21 10 9 2 4 

7 7 4 2 10 22 8 7 1 7 

8 6 6 1 7 23 6 5 2 8 

9 5 8 3 8 24 4 3 1 3 

10 4 10 2 6 25 2 1 2 2 

11 12 11 1 12 26 7 1 2 7 

12 10 6 2 10 27 6 2 1 5 

13 9 5 1 6 28 5 3 2 10 

14 7 10 2 13 29 4 4 1 5 

15 6 8 1 5 30 3 5 2 10 
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Рис. 15.1 (продолжение) 
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Рис. 15.1 (продолжение) 
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Рис. 15.1 (продолжение) 
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Рис. 15.1 (окончание) 

Пример. Дана 

двухсоставная рама, 

части которой соеди-

нены шарниром в точке 

С (рис. 15.2), закреп-

ленная в точках А и В с 

помощью неподвиж-

ных шарнирных опор. 

В точке D на раму CDB 

действует сила 

кНP 101 , на раму 

АЕС действуют на уча-

стке ЕС распределенная по линейному закону нагрузка с макси-

мальной интенсивностью q = 4 кн/м и пара сил с моментом 

m1 = 5 кН м (см. рис. 15.2). Определить горизонтальную состав-

ляющую реакции шарнирной опоры А. Трение в шарнирах отсут-

ствует. Размеры элементов рам на рис. 15.2 даны в метрах. 

 

Решение. Легко проверить, что в 

данной задаче все условия примене-

ния принципа Лагранжа выполнены 

(система находится в равновесии, 

связи являются стационарными, го-

лономными, удерживающими и иде-

альными). 

Начнем решение задачи с опреде-

ления горизонтальной (вдоль оси x ) 

составляющей силы реакции AX  

шарнира A . Освободимся от связи, 

соответствующей реакции AX  

(рис. 15.3). Для этого в точке A  не-

подвижный шарнир следует заме-

нить, например, стержневой опорой, 

при этом система получает одну сте-

пень свободы. Как уже отмечалось, 

C1 

δφ1 

δφ1 
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возможное перемещение системы определяется связями, нало-

женными на нее и не зависит от приложенных сил. Поэтому оп-

ределение возможных перемещений является кинематической за-

дачей. Поскольку в данном примере рама может двигаться лишь в 

плоскости рисунка, то и возможные ее движения являются пло-

скими. При плоском же движении перемещение тела можно рас-

сматривать как поворот вокруг мгновенного центра скоростей. 

Если же мгновенный центр скоростей лежит в бесконечности, то 

это соответствует случаю мгновенно поступательного движения, 

когда перемещения всех точек тела одинаковы. 

Для нахождения мгновенного центра скоростей необходимо 

знать направления скоростей двух каких-либо точек тела. Поэто-

му определение возможных перемещений составной конструкции 

следует начинать с нахождения возможных перемещений того 

элемента, у которого такие скорости известны. В данном случае 

следует начать с рамы CDB, поскольку ее точка В неподвижна и, 

следовательно, возможным перемещением этой рамы является ее 

поворот на угол  вокруг оси, проходящей через шарнир B . 

Теперь, зная возможное перемещение Cr  точки С (она одновре-

менно принадлежит обеим рамам системы) и возможное переме-

щение Ar  точки А (возможным перемещением точки A  являет-

ся ее перемещение вдоль оси х), находим мгновенный центр ско-

ростей 1C  рамы АЕС. Таким образом, возможным перемещением 

рамы АЕС является ее поворот вокруг точки 1C  на угол 1 . 

Связь между углами  и 1  определяется через перемещение 

точки C  (см. рис. 15.3) 

|| Cr 11CCBC . 

Из подобия треугольников CEC1  и BCD  имеем 

.102,2,
2

1
1

1

1

BDEC
CD

EC

BD

EC

EC

DC

CC

BC
 

В результате получим зависимости: 

30,2// 11 BCCCBC Cr , 
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.202 1111 ACACAr  

Согласно принципу возможных перемещений 

0)()()()( 11 A

a

k AmAAAA XQP . 

Последовательно вычислим входящие сюда возможные работы: 

1 1 1 1 1( ) ( ) sin60 5 3 2BA m P BB PP P . 

qQ 2  – равнодействующая распределенной нагрузки, точка 

приложения которой показана на рис. 15.3; совершаемая ею воз-

можная работа равна: 

qQmA C )3/4()3/4()()( 111
QQ . 

Далее 1111 )2/1()( mmmA  и 

1)()(
1 ACA mA XX AA XACX )2/15(11 . 

Следовательно, 

1 15 3 2 (4 3) 2 (15 2) 0AP q m X    (δφ  0). 

Отсюда 

45/38315 11 mqPX A . 
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Приложение 1. Дифференциальные уравнения 

и методы их решения 

П1.1. Основные понятия и определения. Дифференциаль-

ным называется уравнение, содержащее производные неизвест-

ной функции. Обыкновенным называется такое дифференциаль-

ное уравнение, в котором неизвестная функция зависит от одного 

аргумента, например, 

x''(t) + 2bx'(t) + k
2
x(t) = B.    (П1)

 

Порядком дифференциального уравнения называется порядок 

наивысшей из производных, входящих в него (уравнение (П1) – 

уравнение второго порядка). Решением дифференциального урав-

нения называется функция, при подстановке которой в это урав-

нение последнее обращается в тождество. Частным решением 

дифференциального уравнения называется любое из возможных 

его решений. Например, подстановкой в уравнение (П1) значения 

x = А легко убедиться, что оно обращается в тождество при 

x = А = В/
2k . Это и есть одно из его частных решений. 

Общим решением дифференциального уравнения называется 

совокупность всех его частных решений. Если уравнение второго 

порядка является интегрируемым, т.е. его общее решение можно 

записать в известных функциях, то оно будет иметь вид: 

1 2( , , )x t С С , где С1 и С2 – некоторые постоянные, x – искомая 

функция аргумента t. Разные значения С1 и С2 дают разные част-

ные решения. В механике обычно требуется найти частное реше-

ние дифференциального уравнения при t = t0, x = x0, x' = V0. С 

этой целью данные подставляются в общее решение. В результате 

для определения постоянных С1 и С2 получается два уравнения 

),,('),,,( 21002100 CCtVCCtx . 

П1.2. Дифференциальные уравнения первого порядка с 

разделяющимися переменными. Если дифференциальное урав-

нение может быть представлено в виде Р(x)dx = Q(t)dt, где функ-

ция Р(x) зависит только от x, а функция Q(t) зависит только от t, 

то говорят, что переменные разделяются. В этом случае имеем 
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( ) ( )Р x dx Q t dt C . 

Пример 1. Точка движется прямолинейно со скоростью 

V = gt (V в м/c, t в c). Найти закон ее движения, если при t = 0 

x0 = 1 м. 

Решение. Так как 

V = 
dx

dt
, то 

dx

dt
 = gt 

и движение точки описывается дифференциальным уравнением с 

разделяющимися переменными: dx = gtdt. В результате интегри-

рования получаем: x = gt
2
/2 + C. Подставив в это уравнение на-

чальное условие x0 = 1 м при t = 0, получим: С = 1 м. Следова-

тельно, закон движения точки имеет вид: x = (gt
2
/2 + 1) м. 

 

Пример 2. Точка движется прямолинейно со скоростью 

V = 5x м/c. Найти закон движения точки, если при t = 0 x0 = e м. 

Решение. Так как 

V = 
dx

dt
, то 

dx

dt
 = 5x   и   dx/x = 5dt. 

В результате интегрирования получаем: ln x = 5t + C. Используя 

начальные данные, находим постоянную: С = ln e = 1 м. Следова-

тельно, закон движения точки имеет вид x = e 
5t+1

 м. 

 

П1.3. Линейные уравнения второго порядка. Линейным 

уравнением второго порядка называется уравнение вида 

).()()()()()( tRtxtQtxtPtx    (П2) 

Если правая часть в этом уравнении равна нулю, т.е. R(t) = 0, 

уравнение называется однородным, в противном случае – неодно-

родным. 

Общее решение неоднородного уравнения (П2) x(t) складыва-

ется из общего решения x1(t) соответствующего однородного 

уравнения и какого-либо частного решения x2(t) неоднородного 

уравнения (П2) 

x(t) = x1(t) + x2(t).     (П3) 

Для выполнения индивидуальных заданий необходимо уметь 

решать дифференциальное уравнение вида 
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x''(t) + 2bx'(t) + k
2
x(t) = R(t),   (П4)

 

которое является линейным неоднородным уравнением второго 

порядка с постоянными коэффициентами. Для нахождения обще-

го решения дифференциального уравнения (П4) необходимо 

знать общее решение однородного линейного уравнения 

x''(t) + 2bx'(t) + k
2
x(t) = 0,   (П5)

 

которое ищется в виде x = x1 = 
te . В результате его подстановки 

в уравнение (П5) получается характеристическое уравнение 

λ
2
 + 2 b λ + k

2
 = 0.    (П6) 

При решении данного уравнения возможны три случая: 

 k < b, когда характеристическое уравнение (П6) имеет два 

неравных действительных корня λ1, 2 = 
2 2b b k . В этом 

случае имеется два линейно независимых решения и общее реше-

ние уравнения (П5) является их линейной комбинацией 

x1 = 1 2
1 2

t t
C e C e ;    (П7) 

  k = b, когда характеристическое уравнение (П6) имеет два 

равных корня λ1 = λ2 = – b. Общее решение тогда имеет вид 

x1 = 1 2
1 2

t t
C e C te ;    (П8) 

 k > b, когда характеристическое уравнение (П5) имеет два 

комплексных корня λ1, 2 = 1

22 ikbbkib . Общее ре-

шение уравнения (П5) снова является линейной комбинацией со-

ответствующих частных 
tiktikbttikbttikbt

eCeCeeCeCx 1111

21211 .  (П9) 

Далее, используя формулу Эйлера, sincos iei
, можно 

показать, что решение (П9) сводится к следующему 

tkDtkDex bt

12111 cossin ,   (П9а) 

где 21, DD  – некоторые постоянные. 

В частном случае, когда b = 0 и k 0, общее решение уравне-

ния (П5) принимает вид 

tkDtkDx 12111 cossin .    (П10) 

Для нахождения общего решения неоднородного дифферен-

циального уравнения (П4) необходимо еще найти какое-либо его 
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частное решение. В индивидуальных заданиях встречаются вари-

анты, в которых constAtR )(  и )cos()( ptAtR . В пер-

вом случае частное решение уравнения (П4) можно искать в виде 

constBx2 . Действительно, подставив это выражение в 

уравнение (П4), убеждаемся, что при 
2/ kAB  оно удовлетво-

ряется при любом t. 

В случае, когда )cos()( ptAtR  и kp , частное ре-

шение можно искать в виде: )cos(2 ptKx , где K и β – по-

стоянные. Если же )cos()( ptAtR , но kp , частное ре-

шение следует искать в виде )cos(2 ptKtx . 

Пример 3. Решить уравнение pthxx sin2 . Однород-

ное уравнение здесь имеет решение (см. (П10)) 

tDtDx cossin 211 . Частное решение при p  ищем в 

виде: ptKx sin2 . Подставляя это выражение в уравнение и 

учитывая, что ptKpx sin2

2
 , находим: )/( 22 phK . 

Следовательно, общее решение данного уравнения имеет вид 

pt
p

h
tDtDx sincossin

22211 . 

В случае, когда p , частное решение будем искать в виде 

)sin(2 ptKtx . Поскольку 

)cos()sin(2 ptKptptKx , 

то 

)sin()cos(2 2

2 pttKpptKpx . 

Подставляя эти функции в уравнение, находим  

.sin)sin()sin()cos(2 22 pthptKtpttKpptKp  

Отсюда, учитывая, что p , получаем: 2Kp cos(pt + ) = h sin pt. 

Это уравнение удовлетворяется тождественно, если 

2/  и phK 2/ . 

Следовательно, в данном случае общее решение имеет вид 
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t
ht

tDtDx cos
2

cossin
2211

. 

Приложение 2. Моменты инерции 

некоторых однородных твердых тел 

1. Тонкий прямолинейный стержень. 
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5. Кольцо. 
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