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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 

Методические указания посвящены рассмотрению колеба-
тельного движения материальной точки. Данная тема является 
одной из наиболее важных в разделе «Динамика» курса теоре-
тической механики. 

При разработке указаний авторы опирались на новые обра-
зовательные стандарты для бакалавров, теоретический матери-
ал, изложенный в рекомендуемых студентам учебниках, собст-
венный опыт чтения лекций и проведения практических занятий 
по теоретической механике, ряд методических указаний, ис-
пользовавшихся ранее. Включенные в контрольные задания за-
дачи в большей степени соответствуют учебным программам 
бакалавров строительных специальностей. 

Цель указаний – помочь студентам освоить теоретический 
материал и приобрести навыки применения теоретических по-
ложений к решению задач на колебательное движение матери-
альной точки. Теоретический материал включает описание раз-
личных типов колебательного движения, контрольное задание 
содержит задачи на свободные незатухающие колебания точки. 
Задание позволяет для достаточно простых ситуаций научиться 
связывать удлинение пружины с координатой груза, формули-
ровать начальные условия и использовать их в решении задачи, 
уяснить смысл статического удлинения. Для настоящих указа-
ний были разработаны новые варианты контрольных задач. 

Все принципиальные моменты выполнения индивидуально-
го задания подробно изложены в приведенном примере. Прежде 
чем приступить к выполнению задания, студенту следует озна-
комиться с соответствующим теоретическим материалом и ра-
зобрать пример решения задачи. 
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1. ОСНОВЫ ОПИСАНИЯ ПРЯМОЛИНЕЙНЫХ  
КОЛЕБАНИЙ ТОЧКИ 

 
1.1. Свободные незатухающие колебания  

(без учета сопротивления среды) 
 
Рассмотрим колебания материальной точки (груза) на пру-

жине (рис. 1.1), считая сначала, что сила тяжести не действует, и 
пренебрегая сопротивлением движению. Ось 
Ox  направим в сторону удлинения пружины, а 
начало координат O  возьмем в нижнем конце 
недеформированной пружины ( 0l  – длина не-

деформированной пружины). Тогда на груз дей-
ствует единственная сила – сила упругости пру-
жины F , которая является восстанавливающей 
силой, поскольку она стремится вернуть груз в 
положение равновесия. Модуль силы упругости 

определяется законом Гука и при малых удлинениях пружины  
 

F = c l− ∆ ,                                  (1.1) 
 

где c  – коэффициент жесткости пружины (он показывает, какая 
сила необходима для растяжения пружины на один метр); 

0l l l∆ = −  – удлинение пружины.  
В выбранной нами системе координат удлинение равно ко-

ординате груза xl =∆ , проектируя на ось x  второй закон Нью-
тона, получим дифференциальное уравнение (ДУ) свободных 
колебаний 

 

cxxm −=ɺɺ     или    02 =+ xkxɺɺ ,                   (1.2) 
 

где ./ 2kmc =  Его общее решение  имеет вид  
 

ktCktCx cossin 21 +=      или        )sin( α+= ktAx .       (1.3) 
 

Такое движение материальной точки называется гармони-
ческими колебаниями. Величина А, равная максимальному от-

  
  

 ∆
 l 

 

F 
m 

l 0
 c 

O 

x 

Рис. 1.1 

l  
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клонению точки от положения равновесия, называется ампли-
тудой колебаний. Величина αϕ += kt  называется фазой, при 

этом α – начальной фазой колебаний. Величину k  называют 
частотой. Промежуток времени Т = 2π / k, в течение которого 
совершается одно полное колебание, называется периодом. 

Общее решение формул (1.3) зависит от двух произвольных 
постоянных, которые определяются из начальных данных: на-
чального положения груза 0)0( xx = , и проекции на ось x  его 

начальной скорости xx 0v)0(v = . Легко убедиться, что 
 

22
0

2
0 /v kxA x+= , 0 0tg / v xkxα = .                (1.4) 

 

Из формул (1.3), (1.4) следуют два важных свойства сво-
бодных колебаний: 

1. Амплитуда и начальная фаза колебаний зависят от на-
чальных условий задачи. 

2. Частота и период колебаний не зависят от начальных ус-
ловий задачи и полностью определяются параметрами самой 
колебательной системы (в нашем примере системы из грузика и 
пружинки). 

 
1.2. Свободные колебания при наличии постоянной силы 

 
Рассмотрим, как влияет на свободные 

колебания постоянная сила. Пусть на груз, 
изображенный на рис. 1.1, действует сила 
тяжести gP m=  (рис. 1.2). Заметим, что 
если бы груз находился в равновесии, то 
это означало бы, что сила тяжести уравно-
вешивается силой упругости пружины, т.е. 
выполняется равенство scP λ= , где 

0lllss −=∆=λ  – статическое удлинение 

пружины. Возьмем за начало отсчета оси 
x  точку 1O , отстоящую от конца неде-

 λ
s 

F 
m 

l 0
 c 

O 

x 
Рис. 1.2 

l  

P 

x 

∆ 
l O1 
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формированной пружины O  на расстоянии sOO λ=1  (см. 

рис. 1.2). Тогда удлинение пружины в этой системе координат 
равно )( sxl λ+=∆ . Составляя теперь уравнение Ньютона дви-

жения груза и проецируя его на ось x , получим 
mgxcxm s ++−= )( λɺɺ , но поскольку mgc s =λ , то в этой сис-

теме координат снова приходим к уравнению (1.2). Отсюда за-
ключаем, что постоянная сила P , не изменяя характера коле-
баний, смещает их центр в сторону ее действия на величину 
статического удлинения cPs /=λ . 

 
1.3. Свободные затухающие колебания  

(с учетом сопротивления среды) 
 

Пусть теперь на материальную точку действует еще сила 
сопротивления среды (воды, воздуха), пропорциональная скоро-
сти: vR µ−= . Записывая второй закон Ньютона и проектируя 
его на ось x  с началом координат в положении статического 
равновесия пружины, приходим к уравнению 

xcxxm ɺɺɺ µ−−=  
или 

02 2 =++ xkxbx ɺɺɺ ,                               (1.5) 
где mb 2/µ= . 

Здесь возможны три различных случая. В первом, когда со-
противление среды мало по сравнению с восстанавливающей 
силой, т.е. kb < , общее решение уравнения (1.5) имеет вид 

)cossin( 1211 tkCtkCex bt += −  или )sin( 1 α+= − tkAex bt .  (1.6) 

Постоянные интегрирования определятся из начальных условий 

0)0( xx = и 0v)0(v =x  

2
1

2
00

2
0 /)v( kbxxA ++= ,   tg )v/()( 0010 bxkx +=α .     (1.7) 
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Движение, таким образом, носит колебательный характер с час-

тотой  22
1 bkk −=  и периодом Т1 = 2π / k1. Амплитуда коле-

баний btAeA −=1  убывает со временем по экспоненциальному 
закону. 

В двух других случаях, когда kb =  или kb > , решения 
можно записать соответственно так 

)( 21 tCCex bt += −   и   )( 22
21

tktkbt eCeCAex −− += , 

где 22
2 kbk −= . Следовательно, в этих двух случаях колеба-

тельное движение вообще не возникает, а движение материаль-
ной точки быстро затухает. 

 
1.4. Вынужденные колебания  

(без учета сопротивления среды) 
 
Пусть теперь наряду с восстанавливающей силой F  и си-

лой тяжести P  на точку действует еще и сила Q , изменяющая-

ся по гармоническому закону: ptQQ sin0= , где 0Q  – ее ам-

плитуда, а p  – частота. Уравнение движения в системе коорди-
нат с началом в положении статического равновесия тогда име-
ет вид 

ptpxkx sin0
2 =+ɺɺ ,                        (1.8) 

где mck /2 = , mQp /00 = . Это неоднородное дифференци-

альное уравнение, и его решение можно записать в форме  

nxxx += 0 , где 0x  – общее решение однородного уравнения  

(с нулевой правой частью); nx  – частное решение неоднородно-

го уравнения (1.8). Но )sin(0 α+= ktAx , частное же решение 

имеет вид ptpkpxn sin)]/([ 22
0 −= . Поэтому движение точки 

описывается формулой 
 

                       )sin( α+= ktAx ptpkp sin)]/([ 22
0 −+ .     (1.9) 
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Такое движение называют вынужденными колебаниями. 
Постоянные A  и α снова определяются из начальных условий 
задачи. Таким образом, движение точки слагается из собствен-
ных колебаний с амплитудой А (зависящей от начальных усло-
вий) и частотой k и вынужденных колебаний с амплитудой 
p0 / (k

2 – p2) (не зависящей от начальных условий) и частотой p . 

Решение (1.9) применимо лишь в случае, когда kp ≠ . Если 
собственная частота совпадает с частотой возмущающей силы 
p = k, решение можно представить в виде 

)sin( α+= ktAx ktktp cos)2/( 2
0+ .   (1.10) 

Амплитуда вынужденных колебаний, как мы видим, растет 
линейно со временем. Это явление называется резонансом. 

 
1.5. Принципы решения задач  

на колебательное движение точки  
 
1. Так как колебания прямолинейные, то достаточно ввести 

одну ось x . Направлять ее лучше в сторону удлинения пружины.  
2. Силы удобнее изображать в некоторый момент времени, 

соответствующий растянутой пружине. 
3.  Необходимо выразить удлинение пружины l∆ , входя-

щее в выражение для силы упругости F , через координату x  
точки. Для этого следует сделать рисунок, на котором изобра-
зить ось x , растянутую пружину длиной l  и недеформирован-
ную пружину длиной 0l . 

4. Нужно сформулировать начальные условия, т.е. опреде-
лить в выбранной системе координат начальные координату 
и скорость материальной точки. 

5. Проинтегрировать уравнение движения и определить по 
известным начальным условиям неизвестные константы. 

6. Размером прикрепленных к пружине грузов можно пре-
небречь, считая их материальными точками. 
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2. КОНТРОЛЬНОЕ ЗАДАНИЕ 
 
1. На наклонной поверхности к неподвижной стенке при-

креплена пружина с грузами А и В массами 3=Am  кг, 

5=Bm  кг (рис. 2.1). Коэффициент жесткости пружины 

1500=c Н/м, угол наклона α = 30°. В начальный момент вре-

мени система находится в покое. Далее груз B  убирают. Необ-
ходимо найти закон движения )(tx  груза А, взяв за начало от-
счета: а) положение грузов, когда пружина не деформирована; 
б) положение равновесия груза А. Сопротивлением пренебречь. 

2. На наклонной поверхности к неподвижной стенке при-
креплена пружина, сжатая на 04.00 =λ  м (рис. 2.2). К другому 

концу пружины закрепляют груз A массой 4=Am  кг, ему со-

общают начальную скорость 02.00 =v  м/с, направленную вдоль 

поверхности вправо. Коэффициент жесткости пружины 
1200=c  Н/м. Необходимо найти закон движения )(tx  груза А, 

взяв за начало отсчета: а) положение груза, когда пружина не 
деформирована; б) положение равновесия груза. Сопротивлени-
ем пренебречь. 

  
Рис. 2.1 Рис. 2.2 

 
3. На наклонной поверхности к неподвижной стенке прикреп-

лена пружина с грузами А и В массами 2=Am  кг, 3=Bm  кг  

(рис. 2.3). Коэффициент жесткости пружины 1200=c Н/м, угол 
наклона α = 30°. В начальный момент времени система нахо-
дится в покое. Далее груз В убирают. Необходимо найти закон 
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движения )(tx  груза А, взяв за начало отсчета: а) положение, 
когда пружина не деформирована; б) положение равновесия 
груза А. Сопротивлением пренебречь. 

4. На наклонной поверхности к неподвижной стенке при-
креплена пружина, растянутая на 04.00 =λ м (рис. 2.4). К дру-

гому концу пружины закрепляют груз А массой 3=Am кг, ему 

сообщают начальную скорость 03.00 =v  м/с, направленную 

вдоль поверхности вправо. Коэффициент жесткости пружины 
800=c Н/м. Необходимо найти закон движения )(tx  груза А, 

взяв за начало отсчета: а) положение, когда пружина не дефор-
мирована; б) положение равновесия груза. Сопротивлением 
пренебречь. 

Рис. 2.3 Рис. 2.4 
 

 
 

  
Рис. 2.5 Рис. 2.6 Рис. 2.7 Рис. 2.8 
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5. Пружина с коэффициентом жесткости 1100c =  Н/м рас-
положена вертикально, одним концом она закреплена к непод-
вижной платформе, к другому прикреплены грузы А и В масса-
ми 5=Am  кг, 3=Bm  кг (рис. 2.5). Система находилась в со-

стоянии равновесия, далее груз B  убирают, грузу А сообщают 
начальную скорость 03.00 =v  м/с, направленную вниз. Необхо-

димо найти закон движения )(tx  груза А, взяв за начало отсче-
та: а) положение, когда пружина не деформирована; б) положе-
ние равновесия груза А. Сопротивлением пренебречь. 

6. Пружина с коэффициентом жесткости 900=c  Н/м рас-
положена вертикально, одним концом она закреплена к непод-
вижной платформе, к другому прикреплен груз А массой 

5=Am  кг (рис. 2.6). В начальный момент времени пружину 

растягивают на 02.00 =λ  м, грузу А сообщают начальную ско-

рость 05.00 =v  м/с, направленную вниз. Необходимо найти за-

кон движения )(tx  груза А, взяв за начало отсчета: а) положе-
ние груза, когда пружина не деформирована; б) положение рав-
новесия груза. Сопротивлением пренебречь. 

7. Пружина с коэффициентом жесткости 750=c  Н/м рас-
положена вертикально, одним концом она закреплена к непод-
вижной платформе, к другому прикреплены грузы А и В масса-
ми 3=Am  кг, 4=Bm  кг (рис. 2.7). Система находилась в со-

стоянии равновесия, далее груз B  убирают, грузу А сообщают 
начальную скорость 03.00 =v  м/с, направленную вниз. Необхо-

димо найти закон движения )(tx  груза А, взяв за начало отсче-
та: а) положение, когда пружина не деформирована; б) положе-
ние равновесия груза А. Сопротивлением пренебречь. 

8. Пружина с коэффициентом жесткости 800=c  Н/м рас-
положена вертикально, одним концом она закреплена к непод-
вижной платформе, к другому прикреплен груз А массой 

3=Am  кг (рис. 2.8). В начальный момент времени пружину 

сжимают на 03.00 =λ  м, грузу А сообщают начальную ско-
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рость 02.00 =v  м/с, направленную вниз. Необходимо найти за-

кон движения )(tx  груза А, взяв за начало отсчета: а) положе-
ние, когда пружина не деформирована; б) положение равнове-
сия груза. Сопротивлением пренебречь. 

9. На наклонной поверхности к неподвижной стенке при-
креплена пружина с грузом А массой 2=Am  кг (рис. 2.1). Ко-

эффициент жесткости пружины 1100=c Н/м, угол наклона  
α = 30°. В начальный момент времени система находится в по-
кое. Затем к грузу А прикрепляют груз В массой 4=Bm  кг. Не-

обходимо найти закон движения )(tx  грузов, взяв за начало от-
счета: а) положение равновесия груза А; б) положение равнове-
сия двух грузов. Сопротивлением пренебречь. 

10. На наклонной поверхности к неподвижной стенке при-
креплена пружина, растянутая на 0 0.02λ =  м (рис. 2.2). К дру-

гому концу пружины закрепляют груз А массой 3=Am  кг, ему 

сообщают начальную скорость 0 0.02v =  м/с, направленную 
вдоль поверхности влево. Коэффициент жесткости пружины 

700=c Н/м. Необходимо найти закон движения )(tx  груза А, 
взяв за начало отсчета: а) положение груза, когда пружина не 
деформирована; б) положение равновесия груза. Сопротивлени-
ем пренебречь. 

11. На наклонной поверхности к неподвижной стенке при-
креплена пружина с грузом А массой 2=Am  кг (рис. 2.3). Ко-

эффициент жесткости пружины 900=c Н/м, угол наклона  
α = 30°. В начальный момент времени система находится в по-
кое. Затем к грузу А прикрепляют груз В массой 1=Bm  кг. Не-

обходимо найти закон движения )(tx  грузов, взяв за начало от-
счета: а) положение, когда пружина не деформирована; б) поло-
жение равновесия двух грузов. Сопротивлением пренебречь. 
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12. На наклонной поверхности к неподвижной стенке при-
креплена пружина, сжатая на 05.00 =λ  м (рис. 2.4). К другому 

концу пружины закрепляют груз А массой 1=Am  кг, ему со-

общают начальную скорость 04.00 =v  м/с, направленную 

вдоль поверхности влево. Коэффициент жесткости пружины 
900=c Н/м. Необходимо найти закон движения )(tx  груза А, 

взяв за начало отсчета: а) положение, когда пружина не дефор-
мирована; б) положение равновесия груза. Сопротивлением 
пренебречь. 

13. Пружина с коэффициентом жесткости 600=c  Н/м рас-
положена вертикально, одним концом она закреплена к непод-
вижной платформе, к другому прикреплен груз А массой 

2=Am  кг (рис. 2.5). Система находилась в состоянии равнове-

сия, далее к грузу А прикрепляют груз В массой 1=Bm  кг, гру-

зам сообщают начальную скорость 05.00 =v  м/с, направленную 

вниз. Необходимо найти закон движения )(tx  грузов, взяв за 
начало отсчета: а) положение, когда пружина не деформирова-
на; б) положение равновесия грузов. Сопротивлением пренеб-
речь. 

14. Пружина с коэффициентом жесткости 900=c  Н/м рас-
положена вертикально, одним концом она закреплена к непод-
вижной платформе, к другому прикреплен груз А массой 

3=Am  кг (рис. 2.6). В начальный момент времени пружину 

сжимают на 08.00 =λ  м, грузу А сообщают начальную ско-

рость 05.00 =v  м/с, направленную вверх. Необходимо найти 

закон движения )(tx  груза А, взяв за начало отсчета: а) положе-
ние, когда пружина не деформирована; б) положение равнове-
сия груза. Сопротивлением пренебречь. 

15. Пружина с коэффициентом жесткости 850=c  Н/м рас-
положена вертикально, одним концом она закреплена к непод-
вижной платформе, к другому прикреплен груз А массой 

3=Am  кг (рис. 2.7). Система находилась в состоянии равнове-
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сия, далее к грузу А прикрепляют груз В массой 6=Bm  кг, гру-

зам сообщают начальную скорость 09.00 =v  м/с, направленную 

вниз. Необходимо найти закон движения )(tx  грузов, взяв за 
начало отсчета: а) положение, когда пружина не деформирова-
на; б) положение равновесия грузов. Сопротивлением пренеб-
речь. 

16. Пружина с коэффициентом жесткости 650=c  Н/м рас-
положена вертикально, одним концом она закреплена к непод-
вижной платформе, к другому прикреплен груз А массой 

6=Am  кг (рис. 2.8). В начальный момент времени пружину 

растягивают на 07.00 =λ  м, грузу А сообщают начальную ско-

рость 05.00 =v м/с, направленную вверх. Необходимо найти за-

кон движения )(tx  груза А, взяв за начало отсчета: а) положе-
ние, когда пружина не деформирована; б) положение равнове-
сия груза. Сопротивлением пренебречь. 

17. На наклонной поверхности к неподвижной стенке при-
креплена недеформированная пружина (рис. 2.2). К другому 
концу пружины прикрепляют груз А массой 8=Am  кг, ему со-

общают начальную скорость 04.00 =v  м/с, направленную 

вдоль поверхности вправо. Коэффициент жесткости пружины 
900=c Н/м. Необходимо найти закон движения )(tx  груза А, 

взяв за начало отсчета: а) начальное положение груза; б) поло-
жение равновесия груза. Сопротивлением пренебречь. 

18. На наклонной поверхности к неподвижной стенке при-
креплена пружина с грузом A  массой 6=Am  кг (рис. 2.3). Ко-

эффициент жесткости пружины 950=c Н/м, угол наклона  
α = 30°. В начальный момент времени система находится в по-
кое. Затем к грузу A  прикрепляют груз B  массой 5=Bm  кг. 

Необходимо найти закон движения )(tx  грузов, взяв за начало 
отсчета: а) начальное положение грузов; б) положение равнове-
сия грузов. Сопротивлением пренебречь. 
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19. На наклонной поверхности к неподвижной стенке при-
креплена недеформированная пружина (рис. 2.4). К другому 
концу пружины закрепляют груз А массой 9=Am  кг, ему со-

общают начальную скорость 02.00 =v  м/с, направленную 

вдоль поверхности влево. Коэффициент жесткости пружины 
550=c  Н/м. Необходимо найти закон движения )(tx  груза А, 

взяв за начало отсчета: а) начальное положение груза; б) поло-
жение равновесия груза. Сопротивлением пренебречь. 

20. Пружина с коэффициентом жесткости 700=c  Н/м рас-
положена вертикально, одним концом она закреплена к непод-
вижной платформе, к другому прикреплен груз А массой 

2=Am  кг (рис. 2.5). Система находилась в состоянии равнове-

сия, далее к грузу А прикрепляют груз В массой 6=Bm  кг, гру-

зам сообщают начальную скорость 09.00 =v  м/с, направленную 

вверх. Необходимо найти закон движения )(tx  грузов, взяв за 
начало отсчета: а) начальное положение грузов; б) положение 
равновесия грузов. Сопротивлением пренебречь. 

21. Пружина с коэффициентом жесткости 900=c  Н/м рас-
положена вертикально, одним концом она закреплена к непод-
вижной платформе, к другому прикреплен груз А массой 

7=Am  кг (рис. 2.6). В начальный момент времени пружина не 
деформирована, грузу А сообщают начальную скорость 

02.00 =v  м/с, направленную вверх. Необходимо найти закон 

движения )(tx  груза А, взяв за начало отсчета: а) начальное по-
ложение груза; б) положение равновесия груза. Сопротивлением 
пренебречь. 

22. Пружина с коэффициентом жесткости 850=c  Н/м рас-
положена вертикально, одним концом она закреплена к непод-
вижной платформе, к другому прикреплен груз А массой 

3=Am  кг (рис. 2.7). Система находилась в состоянии равнове-

сия, далее к грузу А прикрепляют груз В массой 6=Bm  кг, гру-

зам сообщают начальную скорость 09.00 =v  м/с, направленную 
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вверх. Необходимо найти закон движения )(tx  грузов, взяв за 
начало отсчета: а) начальное положение грузов; б) положение 
равновесия грузов. Сопротивлением пренебречь. 

23. Пружина с коэффициентом жесткости 1250=c  Н/м 
расположена вертикально, одним концом она закреплена к не-
подвижной платформе, к другому прикреплен груз А массой 

4=Am  кг (рис. 2.8). В начальный момент времени пружина не 
деформирована, грузу А сообщают начальную скорость 

01.00 =v  м/с, направленную вниз. Необходимо найти закон 

движения )(tx  груза А, взяв за начало отсчета: а) начальное по-
ложение груза; б) положение равновесия груза. Сопротивлением 
пренебречь. 

24. На наклонной поверхности к неподвижной стенке при-
креплена пружина с грузом А массой 8=Am  кг (рис. 2.1). Ко-

эффициент жесткости пружины 1300=c Н/м, угол наклона  
α = 30°. В начальный момент времени система находится в по-
кое. Затем к грузу А прикрепляют груз В массой 4=Bm  кг. Не-

обходимо найти закон движения )(tx  грузов, взяв за начало от-
счета: а) начальное положение грузов; б) положение равновесия 
грузов. Сопротивлением пренебречь. 

25. На наклонной поверхности к неподвижной стенке при-
креплена пружина с грузом А массой 5=Am  кг (рис. 2.3). Ко-

эффициент жесткости пружины 800=c Н/м, угол наклона  
α = 30°. В начальный момент времени система находится в по-
кое. Затем к грузу А прикрепляют груз В массой 4=Bm  кг. Не-

обходимо найти закон движения )(tx  грузов, взяв за начало от-
счета: а) положение равновесия груза А; б) положение равнове-
сия двух грузов. Сопротивлением пренебречь. 

26. Пружина с коэффициентом жесткости 650=c  Н/м рас-
положена вертикально, одним концом она закреплена к непод-
вижной платформе, к другому прикреплен груз А массой 

7=Am  кг (рис. 2.5). Система находилась в состоянии равнове-
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сия, далее к грузу А прикрепляют груз В массой 3=Bm  кг, гру-

зам сообщают начальную скорость 04.00 =v м/с, направленную 

вниз. Необходимо найти закон движения )(tx  грузов, взяв за 

начало отсчета: а) положение равновесия груза A ; б) положе-
ние равновесия двух грузов. Сопротивлением пренебречь. 

27. Пружина с коэффициентом жесткости 750=c  Н/м рас-
положена вертикально, одним концом она закреплена к непод-
вижной платформе, к другому прикреплен груз А массой 

3=Am  кг (рис. 2.7). Система находилась в состоянии равнове-

сия, далее к грузу А прикрепляют груз В массой 4=Bm  кг, гру-

зам сообщают начальную скорость 04.00 =v  м/с, направленную 

вниз. Необходимо найти закон движения )(tx  грузов, взяв за 
начало отсчета: а) положение равновесия груза А;  б) положение 
равновесия двух грузов. Сопротивлением пренебречь. 

28. На наклонной поверхности к неподвижной стенке прикре-
плена пружина с грузами А и В массами 6=Am  кг, 3=Bm  кг  

(рис. 2.3). Коэффициент жесткости пружины 1150=c Н/м, 
угол наклона α = 30°. В начальный момент времени система 
находится в покое. Далее груз B  убирают. Необходимо найти 
закон движения )(tx  груза А, взяв за начало отсчета: а) положе-
ние равновесия двух грузов; б) положение равновесия груза А. 
Сопротивлением пренебречь. 

29. Пружина с коэффициентом жесткости 1000=c  Н/м 
расположена вертикально, одним концом она закреплена к не-
подвижной платформе, к другому прикреплены грузы А и В 
массами 2=Am  кг, 3=Bm  кг (рис. 2.5). Система находилась  
в состоянии равновесия, далее груз В убирают, грузу А сооб-
щают начальную скорость 09.00 =v  м/с, направленную вниз. 

Необходимо найти закон движения )(tx  груза А, взяв за начало 
отсчета: а) положение равновесия двух грузов; б) положение 
равновесия груза А. Сопротивлением пренебречь. 
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30. Пружина с коэффициентом жесткости 1250=c  Н/м 
расположена вертикально, одним концом она закреплена к не-
подвижной платформе, к другому прикреплены грузы А и В 
массами 7=Am  кг, 4=Bm  кг (рис. 2.7). Система находилась в 
состоянии равновесия, далее груз В убирают, грузу А сообщают 
начальную скорость 03.00 =v  м/с, направленную вниз. Необхо-

димо найти закон движения )(tx  груза А, взяв за начало отсче-
та: а) положение равновесия двух грузов; б) положение равнове-
сия груза А. Сопротивлением пренебречь. 

 
 

3. ПРИМЕР ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАДАНИЯ 
 
На наклонной плоскости с углом наклона α = 30° к не-

подвижной стенке прикреплена пружина с грузом А массой  
3=Am  кг (рис. 3.1).  

 
 

Рис. 3.1 
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Коэффициент жесткости пружины мН300=c , длина не-

растянутой пружины 0 0.4мl = . В начальный момент времени 

с00 =t  груз А находится в покое. Затем к грузу А прикрепляют 

груз В массой 5=Bm  кг. Необходимо найти законы движения 
грузов:  

a) )(tx , взяв за начало отсчета положение грузов при не-
растянутой пружине – точку О; 

б) )(tx′  взяв за начало отсчета положение равновесия скре-

пленных грузов А и В, точку O'.  
Трением пренебречь. Грузы считать материальными точ-

ками. 
 
Решение  

 
Запишем второй закон Ньютона для скрепленных грузов. 

При этом грузы А и В будем считать материальной точкой  
массой 

3 5 8 кг.A Bm m m= + = + =  

На грузы действуют сила тяжести gm , сила упругости 
пружины F и сила нормальной реакции гладкой наклонной 
плоскости N. Запишем второй закон Ньютона   

NgFa ++= mm                                  (3.1) 

и спроектируем его на ось Ox с началом отсчета в положении 
грузов при нерастянутой пружине 

αsin
d
d

2

2

mgF
t

x
m x −= .                            (3.2) 

Сила упругости пропорциональна удлинению пружины, ко-
торое в данном случае равно координате x  

cxFx −= .                                       (3.3) 
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Подставляя формулу (3.3) в (3.2), получаем 

αsin
d
d

2

2

mgcx
t

x
m −−= .                            (3.4) 

Разделим уравнение (3.4) на массу грузов  

αsin
d
d

2

2

gx
m

c

t

x −−=                               (3.5) 

и введем круговую частоту колебаний  

300
6.12рад с

8

c
k

m
= = = . 

После этого уравнение (3.5) можно переписать в виде 

αsin
d
d 2

2

2

gxk
t

x −=+ .                            (3.6) 

Это линейное неоднородное уравнение. Его общее решение 
можно искать в виде суммы общего решения однородного  

0
d

d
)1(

2
2

)1(
2

=+ xk
t

x
,                                (3.7) 

и частного решения неоднородного уравнений 

αsin
d

d
)2(

2
2

)2(
2

gxk
t

x
−=+ .                        (3.8) 

Общее решение однородного уравнения (3.7) имеет вид  

( ) ( )ktCktCtx sincos)( 21)1( += ,                    (3.9)  

частное решение неоднородного уравнения (3.8) при постоян-
ной правой части можно искать в виде константы 

3)2( Cx = .                                       (3.10) 
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Подставляя формулу (3.10) в (3.8), получим 

(2) 2

sin 9.8sin30
0.131м

37.5

g
x

k

α °= − = − = − .         (3.11) 

Заметим, что частное решение (3.11) соответствует положе-
нию равновесия скрепленных грузов A и B. Таким образом, об-
щее решение уравнения (3.6) имеет вид 

( ) ( ) 2
21 sinsincos)( kgktCktCtx α−+= .        (3.12) 

Константы C1, C2 в уравнении (3.12) зависят от начального 
положения и скорости грузов. 

Начальное положение скрепленных грузов соответствует 
положению равновесия груза А. Запишем уравнение равновесия 
этого груза с учетом того, что на него действуют силы тяжести 

gAm , упругости пружины F и нормальной реакции N  

0=++ NgF Am .                                (3.13) 

Спроектируем уравнение (3.13) на ось Ox  
0sin =− αgmF Ax . 

Сила упругости пропорциональна удлинению пружины, ко-
торое в данном случае равно координате груза в положении 

равновесия равн
Ax . Поэтому последнее уравнение можно перепи-

сать в виде 

0sinравн =−− αgmcx AA , 
и найти 

равн 0.049мAx = − . 
Эта координата является начальной координатой скреплен-

ных грузов А и В при их движении 

равн(0) 0.049мAx x= = − . 

Теперь найдем константы C1, C2 в уравнении (3.12). Для 
этого, записав (3.12) и производную от него в начальный момент 
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времени с00 =t , приравняем их к начальной координате и ско-

рости грузов соответственно 

2
21 sin0sin0cos)0( kgCCx α−+= , 

x 1 2v (0) sin0 cos0.C k C k= − +                         (3.14) 

Из уравнений (3.14) найдем константы 

2
1 sin)0( kgxC α+= , kC )0(vx2 = . 

Подставляя найденные константы в уравнение (3.12), окон-
чательно получим  

( ) ( )++= ktkgxtx cossin)0()( 2α ( ) ( ) 2
xv (0) sin sin .k kt g kα−  

Вычислив численные значения, получаем уравнение дви-
жения скрепленных грузов А и В 

=)(tx ( )0,082cos 6.12 0.131мt − .                    (3.15) 

Закон движения грузов (формула (3.15)) записан в системе 
координат с началом в точке О, соответствующей положению 
грузов, когда пружина не растянута.  

Теперь выберем в качестве начала координат точку O', со-
ответствующую положению равновесия скрепленных грузов А  
и В. Введем величину λs, соответствующую сжатию пружины в 
положении статического равновесия (см. рис. 3.1). Тогда удли-
нение пружины связано с координатой x′  следующим образом 

sxl λ−′=∆ , 

сила упругости (3.3) имеет вид 
( )sx xcF λ−′−=′ , 

а проекция второго закона Ньютона на ось x′  – 

( ) αλαλ sinsin
d
d

2

2

mgcxcmgxc
t

x
m ss −+′−=−−′−=

′
.   (3.16) 

Если грузы находятся в равновесии, то ускорение и коорди-
ната x′  равны нулю, отсюда из формулы (3.16) находим 
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sin 8 9.8sin30
0.131м

300s

mg

c

αλ ⋅ °= = = . 

Теперь уравнение (3.16) можно переписать в виде 

xc
t

x
m ′−=

′
2

2

d
d

. 

Это линейное однородное уравнение имеет известное ре-
шение (1.3), константы которого связаны с начальными усло-
виями соотношениями (1.4) 

( ) ( ) ( )ktkktxtx sin)0(v'cos)0()( x+′=′ .            (3.17) 

С учетом того, что  начальные координата и скорость  

равн(0) 0.049 0.131 0.082мA sx x λ′ = + = − + = ,     см0)0(vx =′ , 
 

получим уравнение движения скрепленных грузов А и В в сис-
теме координат с началом в положении равновесия грузов 

( )( ) 0.082cos 6.12x t t′ = . 

Этот закон движения отличается от уравнения (3.15) лишь 
константой, равной статическому удлинению sλ , что вполне ес-

тественно, поскольку именно это расстояние разделяет начала 
координат систем отсчета x'O'  и xO . 
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