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PекyppeнтнЬIй aлгopитlш oцrншBaнIIя гpaДIrеIITa
B сисTeмaх эксTpе}IaлЬнoгo peryЛIrpoBallия*

Io.Е. Boсt(oвoЙникoB, A.г. хAIIиII

B paботе пprдJloжен p€кyppент'{ыЙ шIгoplгп'r oцсtlивilllи,l гpaдиентa B экgrpемiшьньtх систеМ:lх ylpilвлrния нa
oсttoBе фильтpa Кшмaна- Мoдель динaмшIсскoй сиcгrмьl B прoстpaнстBс сoстoяний стpоl{тся нa oсI{oBе aппpoксимa.
ции целевoЙ фyнкuии экcтpе}'aльнoй cистемьl кoI{ечIlым чисЛolvl pялa TeЙлopa в oкpестнoсти экстpемшtьноП тoчки.
Иссле.Цymся системaтIДIeскаJl и clryчaйнaя oцrибки oцrнки гpa.щ{eнтa. Пpoвr,пенньlй вьIчислrгельньlй экспeprrмент
пoкaзaл Bьlсoкyю пol{ехoyстoйчивoсть пpсдJlaгaемoгo aJlгopитIl{a oценI{вtlll}t,l гpaдие}Iтa.

Ключевьlе cJIoBа: экстpеЬ.IаJIьньIс систсtиьl yпpaBленI,r,I' вычI{слониr гpaдиrкг4 peкyppeнT{ый a.шгoprп'.l,

фильтp Калмaнa.

BBЕДЕIIиЕ

Cистeмьt экстprмaльI{oгo yIIpaBлeнI{я вoстpебовaнЬI B paзЛIдIIIЬгх oблaстx>( НaУКI4 [1 теxltи-

кIr: paдиoлoкalgпI' сг{yгI{икoвoй нaвигaIЦ{I{' сI{сТll}rax экoлoг}Illeскoгo It{oI{иTopиI{гa и кoнтpoJul

и м}IoГlD( дpyгID( U'21. Pешение зaдaчи эксTpelv{aJrьнoгo yщaвлrни,l B yслoBил( нeIIoJII{oЙ aщи-
opнoй инфopмaшшr o сoстoяtlии oбъектa yпpaвлеl{ия вьIзьIBаеТ сyщrстBеIшIЬIе зaтpyдI{eния. Эти
зalpyдIIеЕI{,I B сoBреМrIII{ьIx систeМaХ цpеoдoлrвaются исПoлЬзoBaниeм цpаДиентa (пpoизвoл.

нola) целeвoй фyнкLЦIII IJIЯ вьlpaбoтки неoбхoдlп.toГo yцpaBJTяIoIцегo Bo3действуIЯ'T. е. испoЛЬ.
зoвaние гpaдиеI{Тa ПoзBoJUIеТ Дoстиtlь эксTpеМaЛЬньгх тoЧек (мишпryмa wM IиaксlII\ДyМa) шеле.
вoй фyнкшии.

oднaкo тaкoй пoд[Koд oбyслaвливarT oцpедеJIrII}Iыe щoблемьr. Taк, oцеIIкy lpa.циеHтa нr-
oбxoдlдlo BЬIчI{сJUIть B praлЬI{oМ luaсIЦтaбe вpемени. Пoэтoмy zlлгopиTlt{ьt, тprбyющие нaкollлr.
IIIUI изtIеpeЕнЬгx знaчеrшй целевoй фyнкIЦш{ (нaщшлсp' пoстpoеIlие сглalкиBtlIoщID( сtшIaйнoв),
oкaзьIBzlIотся негIpиМrнI{l\,IЬIМи.

Cyшествyющиe нa дaшъlй МoМеItт спoсoбьt oцeнки гpa.циеIITa имеIoт кaк пpеи}tyщесTвa'

Taк и недoстaTIФI. Кpaткo paссМoТpиМ }D(.
Метoд делеItи'I IТpoLRBo.цI{ьIx и Ivtетoд кoIIечнЬrх paзнoстей пpoсТьI B TехtIшIrскoй pеаJIизa-

Iц.Iи' I{o иМOIoт BЬIсoкyю tryBстBlITеJIЬIloсТЬ к шyltfy и3меpе1Iи'I целeвoй фyнкции, т. e. слaбyto

[oмrхoyстoйчlвoсть. Метoд сIшD(poнrroгo дeтеrшиpoBallи,l' дoBoлЬнo чaсTo испoлЬзyемьtЙ нa

цpaкTикr' имеет сpaBIIителЬнo xoрoIIIyIo пol\{rхoyстoittlивocть' }Io l{еДoсTaткoм ЯBJUIется слoж.

I{oстЬ егo pеaлизallии: неoбxoдlдц [rсToЧник сIxD(Poш{oгo и сшrфaзнoгo oпopl{oгo сигнtшa' a

тaюl(e фaзoтyвстBI{тrльнЬIе .цетектopьI и дo IIoЛt{ителЬIlьIе фильтpы [2].
Пoэтoмy B дalilroй paбoте сTpolrтся pеКyppеIrпIЬIй aлгopl{гм BЬtE{исЛенI{,t грa.циеIrгa, кoTo.

pый сpaвшпелЬIto щoстo peaJlизyeTся элеI\{eIlTaI\,lи tщфpoвoЙ техIIикII t,I иI\,lееT вЬIсoкyю пoме-

хoyстofгIlrвoсТь.

1. PЕкyPPЕIrтIIьIЙ A-ЦгoPI{т}t OцЕI{иBAI{ия гPA/цIIЕIIТA

Pекyppеlпrгый шгoprгм бyлем стрoитЬ I{a oснoве теopии фшьтpa Кarrмaнa, кoтopьlй нa-

IIIел IшI{poкoe фIшеI{еIIие B ЗaдaЧax фшrьтparшrи' илtен.гификalп{и [3_5]. HеoбxoдlпlьIlvt yслoBи-

rlv{ IТpимrIIени,I фшrьтpa Кaгмaнa яBJUIеTся BoзIt{oxнoстЬ ollисaни'l иссле.шyемoй дItr{aluическoй

* Пoлуvена 25 oкmябpя 20I I е.



систrI{ьI (ши щoшeссa) B IтpoсTPaнстBe сoстoяний. Пpи этoм otlисaние BклIoqaеT дBe мo.це.llи:

мoдeлЬ динaмики вeкTopa сoстoяtlий систeмЬI и мoдeль измepeний Bеriтopa сoстoяний. Пo.

стpoиl\{ эти Мo.цrJIи IТPимениTrлЬIlo к paссмaтpивaемoй зaдaчи oцениBaIIИя rpaДИeнтa целевoй

фyнкuии.
oбoзнaчш,r цeлeByю фyrrкrпшo эксTpeМaJIЬнoй систеIv{ЬI кaк q(и) , ГДe u _ apгylt{еHт цrле.

вoй фyнкlшш. '{aгrее щедпoлo)t(им' чтo B oКpестнoсTи Toчeк экстpеIvfytvla целеBzUI фyкuия ЯBIIЯ.
rтся .цBa}к.lI лиффеpенuиpyемoй. Этo пoзвoJUIет пoсTpol{гЬ слeДyЮщeе щиблиxеHие B oкpест.
ttocTи некoтopoй тoчки и * :

1 .
q(и)=q(и*)+9'(и*)(u_u*)+}v,@*)(u-u*), +rz@), ( l)

rДe f2@) _дoпoлнIlТельньtй чJIеtl pялa Tейuroon 

"*o'opьrй 

мoжнo paссМaТpиBaTЬ кaк oшибкy

aпIlpoксимalnzс;l целевoй фytпсц'пl IIеpBЬIми TprмЯ Члel{zlшtи pялa (1). Cyшeствyют нескoJIькo

фopм зaписи.цoпoлнI{Teльнoгo тI,лeнa. Haпpn,rеp' .цoпoлI{иTельrъlй lшrII в фopмe Лaгpaюкa име.
еT вLI/I

r z@)=9: !O .@-u*)3 ,  (2)
L \  ,  

з |

где с.(u*,u), ecл*' u2u *, l lПи С.(u,u*) , ecЛИ u 1tl*. Если целеBIUI фyнкшия B oкрест.

нoсти тoчки экстpемyllra явJUIеТся пapaбoлoй, тo дoпoJll{итeльrъtй lше}I paBeн HyjIIo и oшибкa
alшIpo к с иIu aЦ|II4 oтсyтстByет.

Нa пpaктике знaчrI{и,I цrлеBoй фyнкuии из},IepДoтся B .цискprTl{Ьtx тoЧк:lх с некoтopoй
сщvuaйнoй пoцoешrнoстьIo (шрloм изIvrеpеI{Irя). Пoэтoм-v изIr.tеoеI{ньте в мoг"teнтьr U7 aпaЧе-ш9|Я

IIpе.цст.lBиIu кaк

Фt  =  Ф(u )  _9 (u t )+Ц t ,  k=1 , . . . ,N ,

Где \* _ сфн3go'е BелI,FIинЬI с числoBЬIMи хapaкTеpистикaми: MIno]=O, D[nt7_oi,
. . г  l
M|т1'\t,-.J _ 0 ' если j * k. lloследнee oзнaчaет oTсyгсTBиe кopPеJIяIЦп{ междy пoгprшнoсTяMи

B paзнЬIх тoЧкax измеpelrи,l.
Bведем Bектoр сoстoя}II4'I

Toгдa, oбoзнaчaя Цk+|=1l,Цk =u* ' испoльзyя пеpвЬIе Tpи tlЛeнa pядa (1) и дoгryскiи пpенеб.

prx(иTелЬIтyю мЕuloсTЬ дoпoлI{I{тельtloгo ltленa rz(u) (в ситry глa.цкoсти целевoй фyнкrии 14 Мa.

лой вeличlдъl U_,*), пpID(o.цим к сле.цyЮщей мoдеrи цpeДстaвJIеtIия целeвoй фyнкшlи в
tтpoсTpal{сTBe сoсToяний :

(3)

(4)
Ivtиl l

х(k)  _|<l ,@) 
| .

Lq"(иt )-]

х (&+1)_

I up*1-u1,

01

00

(ut *t -u*)z

2
Ul ,+l -Цk

I

.х(&) . (s)
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Мoдель изМepeниЙ tшеет виД:

Bведем мaтpиI&I

Ф(fr+| ,k)_

Zk+| = Ф@t*J = [l 0 0] . х(k +l) + тlt*r . (6)

I  Up*1-up

01
00

(ut *r - ut)2
2

uk+L - uk

I
,  H  =[ t  о  о]  .

3aгпшшeм BЬIpФкeни,l (5) и (6) B Bидe, IIPиII'IToМ B Тeopl{и фшrьщa Кшtмaнa [6,1]:
х(k + l) = Ф(/6 + l,1') .х(k) ,

Zk+| = H(k +1,k). х(k + 1) + r]**r .

Taюкe сдеЛael\{ кoбьtчrъtе>> ДJ|Я фшьтpa Кaпмaнa цpе.цпoЛo}кrни't:
. Beкгop ,(0) (кстapтoв:Ul тoчкzD)) ш,rеет нopмaJlьIroе paспprдeлrllие c Mfх(0)]_ 0 _

нyлeвoй веKгop и кoвapиaциoннoй мaтpицей V*,т. е. x(0) е N(m*,V');

. пoгprпIIIoсTи тl& имeют нopмaJrьньIr paсщеДrленlul Цt € ш(o, 
"? ), 

и otlи tIе кoppели.

poвaнЬI с x(fr) .

Пpи слелaнIIЬIx Щедпoлo)кeниJгx olTтимaльнzш oцrнкa 1(k +l), МиItиМизI{pyoщaя скo

oцеtlиBaния Ь(k+1)=MiI'(A+l) _х(k*tl,], oпPе.цеJUleтся сЛе.цyющиIvI pеIq/ppеIrтI{ЬI}r

сooTI{oIIIеIlиeм [6, 8] :

i (k  +1)  =Ф(Ё +|,k) . ' (k)+ K(k +1) . fzp*1 -  H(k+1).Ф(t+1) . i (&)] '  k  =| ,2 . . . ,  (9)

с нaчaJIьIlЬIм yслoBltем i(0)' зa.цaние кoTopoгo oбсyжлaeтся tloзже. Bекгop K(k+ 1) ощепе-

JUIеTся BЬIpDкеtIIotми [6, 8]:

K(k  + l )= .V"(k  + 1 l  &)  .  H '  ,

(7)

(8)

|H .V"(/с + 1 |D.HТ + o?*r]

V*(k+ l I e) = Ф(fr + 1,k). |/"(k). ФT G +I,k),

Y'(k +l) = [I _ K(k +|). H (k + l)]. V"(k + l | Ё)

c I{aчaлЬI{ЬIм yсЛoBиe' И'(0) . Мaтpиua V"(k + 1l&) - ковapиalproннtul мaTpицa BеКtopa oшиб-

ки цpедскaзal{и,I' V"(k +|) _ кoBapиaщ{oннa,I мaTpl{цa BeкТopa orпибки oцеI{ивaнII,I

r(t + l) = i(A + 1) _.т(A + l) .
oтметlд,t tlекoтoрЬIе oсoбеннoсти пoсTpoeнIloгo aJlгopl,rrмa oцrниBal{и,l:
. тeКyщtш oцrнкa i(k + 1) векгopa сoстoЯни'I oIтpедеJUIется .цByIиЯ слaгaе[.tЬIМи: вектopoМ

гIpедскaзaния (пеpвoе сЛaгaeluor в (9)) и Bектopo},r кoppeкщии (втopoе слaгaе}vfoe B (9)), кoтopьtй

зaBисrг oT нoBoгo }rзМrpен}ш Zk+ti

. мaтpицa K(k + 1) не зaBисI.Iт oт lвМеpеыtй {z1,.,.,Zk+| }, пoэтoмy oнa мoжrт бьtть вьt.

ЧI{сЛrlla aщ}ropи, T. е. дo IIaЧ.шIa пPoце.цypьI BьItIислeнИЯ' гpa.циrlrгa и ее ЭлеМеtггЬI сoxpaнены B
IIaIvIJIти кol\,tllьЮтepa' чTo IIoзBoJUlеT сTpoI{TЬ oцeнкy i(k + l) в pешrьнoм мaсшrтaбе вpемени;

(10)

( l  l )

(r2)
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. BьI.IIIслеI{ие кoBapl{aциolilloй мaщшьl Y.(k + 1) векгopa oшибки oцениBaЕI{,l пoзBoJIяrт

oщедеJIlIть числoBьIe хapalстеpисTикIl слщaЁпroй oшибки oцeнивaIIи'I ((k + 1) =

= s(fr + 1) _ M[r(k + l)], ЧTo IIo3Boляет гoвoPитЬ o ToчHoсти aJlгopl,rт}ra oцeниBaни,I

гpa.циeIIТa.
3aмeтlшл, чтo BектoP oшибки r(& + 1) сoстol{г из .rУx слaгaеI\,tьtx: Bектopa с.гryтaйнoй

orшибки Е& + l), кoтopый oбyсгroвтIеIl пoгpеlIIнoсTями шмeperппi' и Beктopa систeмaтшческoй

oшибки b(k + 1). Bектop b(k + l) в свoю oЧеpeдь зaBисI{т oT зa.цaни,I (стapтoBoй тoчкrоl '(0) .

Кaк гrpaвшro, в бoльlпинстBr сJIrIaeв }IеT aпpиopнoй инфoPмaIII{и o Beктope сoстoяшlй в Мolvlеtlт

иg. ПpolввoлЬнoe зaдallиe '(0) (нarтpиш,rep' IryлeвьIм Bектopoм) вьlзьвarT сllстемaтlшIесЦiю

oIпибry (инoглa знaчI{гeльlтyю) B нaЧaльнЬte мoмеHтьI oцeI{иBaIrи,I гpaдиellтa' кoTop€ш зaтем
yl{eнЬшaeтся. Этo хopoшo lшшпoстpцpyюT }il,DкrIтpI,IBo.циМьIr prзyJIЬтaтЬI вЬtЕIисJIиTеЛЬtIoгo экс-
пepI,IмеЕгa.

2. PЕзУЛЬTAтЬI BЬIчисIIитLIIьIIoгO эксIIEPиIViЕIIтA

[ля пpoвepки paбoтoспосoбнoсти цpедJlaгaемoгo ilJlгoPrгIvta BычислeIмЯ гpa.щIelrгa и oT-

Bетa нa pяд вoпpoсoв бьш пpoBедеtl oбптиptьlй вьrчисrпrгеrьtъlй эксIIеpllмeнT с ptuUII{EII{ЬtмIr цe-
левьIми фyнкultяt',tи пpи pa:}IrЬD( ypoBll;rx пoгPеIIlнoстей измеpешш1. Пpшедем pезyJIЬтaтьI t{еI(o.

тopЬtх экспеpимe}rтoB д.II.я демoltстpar{иI{ пoвeдени,l систеil,{aтI+Iескoй и с.rryтaйнoй oшибoк oцr-

нI{BaHиЯ. Целевaя фyншпrя B этID( экспеpи}r,rrнтzlx зaдaBiUIaсь пapaбoлoй и шpи пoстpoении oцr-

нoк rr пapal'leтpы были rIеизBeстIIьI. Упpaвлеrп,lе 1l1 зaдaBaIIoсь гapмoнIтlесKI{М сигHaJIoм,

сpеднeе з}IaЧеI{ие кoтopoгo IIJIutBI{o пepeМrщilлoсь B oкpестIloсть тoчки миIflIмyrvra целевoЙ

фyrкшпa. Уpoвеtъ 6n пoгpеtllrloсTll измеpеIil{я oпpе.цеJIялся величlшtoй Б. =||',''{,.-u, ГД0
" / ll9ll'

llцll'llqll - нopмЬI Bеlffopo', сoстaBЛеIIIIЬгх II3 пoследoвaтельнoстeй {nt } ,{,v@t)},
k =1,..., .Atr = 400, сooтBrтсTBеI{нo.

Paссмoтpим вjI}IяI{Ile зa.цaние (стaPтoBoй точкrо> i(0) нa пoвrдrние BеJII{чиIIьI сLIсTемaти.

ческoй otдибки oцеIIIlвaниr гpaдиel{тa. Пpи этoll.{ ypoBень tIoгpеIIIнoсти 6n - 0. Ha pиc. I, а, б

Пp}rBедеtIЬI гpaфики: тoчIloгo Цpaдиеrrгa (сгшoшнaя кplaaя) I{ oцеIIкt{ Цpa.циеIrтa (втopaя IIpoек.

щ{'I Bектopa oцеI{ки 12ft) _ тoчечtla,I кpиBaя) щи ptlшI{tllrЬIx сМrщeнI{D( втopoй пpoeкIЦ[и

(сTapтoBoгo) Beкгopa iz(O) oт тoчI{oгo знaчeнI,tя гpaдиeIITa 9'(uJ . вилнo' чTo IIa нaчaлЬIlol{

}лraсткe paбoтьl ,lJlгopl{т}ra oцеIIиBaшя (кпеpexoДrьrй пpoцeсс) :UIгopиTIvra) грисщсTByет 3нaчи.
телЬIllи систeМaТшIeскzш oцrибкa (oсoбеннo нa P}rс. |, б), кoTopiи зaтrм сyщeстBelil{o y}rеIIЬшIa.
eTсЯ. Aнaлoгичный гrpoЦесс yIIIеIIьIIIеIIи,I системaти.leскoй oшrибкn нaб.lцoдaпся и Iтpи tpyгLо(
BeKtopaх Я(0) и yпpaBJIяющID( вoздействилс.

ИсслeлyeМ пoмеxoyстoйuшoстЬ щe.цJloжеtll{oгo :lлгopI,IтMa. lpя эToгo BведеIu следyiolцие
числoвЬIе хapaкTеpисTIIKI{: тoЧечI{rю oтнoситеЛЬI{yю IIoгpешIIoсTь измеprIIи'I

l t /

Б _1\*|/ r. To'ёЕ,.\Лfl nтun.rлтpпLtп,п{.r nrпr.r6o,lt =' ,Аq@*;| ; тouerнrю oтнoсtlтельIIyo oшибкy oценI{Baни,l Цpa.циентa (втopaя IIРoеКI!UI

l ^  u  r  r

веl(Topa сoсToяIlи,l) 6,, _ l;,ttl ..х*ttll ; oтнoс}IтелЬI{yю oшибкy oцеIIивaни,I I{a Зaдaн}ro}I иIl.' ok  
l ' z (a ) l
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N

I l;, G)-"zG)12
тepBaле 6s(,) = k=L

Л^
Zl*r&)l'
k=L

IIpoцесс pекyppеIrгнoгo €tJlгopl.rшa).

Ha pис. 2 пoкaзarъI гpaфики вeлияин 6no (тo.rеннaя кpшaя) , 6et (сrшoшнaя кpшaя)

щи oTItoситrлЬIIoм ypoвI{е 6n = 0.05. Bиден гapМoнI{ческиЙ хaрaкгep изменеIIиЯ тoчечнЬIx

oшибoк oцеtIивaI{и,I. ДIя 6, = 0.05 oTIIoсIrтелЬI{zЦ oIIIибкa E.(5о; = |.7 .|a-2 , цtя 6n: 0.l5 _

6Е(50) =2.8.ю-2. Bиднo, чTo IIpи yвелI{tIеIrии уPoBIIя IIoгprшIнoстей в тpИpaзц oтнoситeлЬ.

нaя orпибкa oценивaни,{ yвеЛиttиBaется МеIlее чем в двa paзa. Этo гoвopl,rг o xopoшей пoмехo.
yстoйrшoсTи Ilpе,4llaгarмoгo aпгopl{тмa oцеI{иBaHI4Я Гpaw|el{Ta. fuя сpaвнени'l нa pис. 3 щшe.
ден гpaфж Euo , г.Це oцеI{кa гpaдиeнTa BЬIчисJIяJIaсь чrpeз кoIrечI{ьIе PtlзI{oсти ( 6ц = 0.05). tsиД.

Ilo' чтo B эТoll,l слrlaе oшrибкa BьтtIислrIIи,l гpaДиеI{тa Boзpaстaет нa три.ЧетЬIpе IIopя.IIкa. 3нaчe.
IIиe Бg (50) : |8.З2. Этo тoже гoBop}Iт o BoзPaстaнии oшибIси IIa тpI,I пopяДкa.
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зAKIIк)ЧЕниЕ

B paбoте IIpr.LIIoже}I peкyppеrrгrъlй aJIгopIcгМ oцениBaни'I lpaдиеl{тa B сисTеМax эксTPe.
МaJlЬнoгo ylтpaвлeни,l. Пoкaзaнa BьIсoкulя пoмrxoyстоfrчlвoсТЬ tlлгopl{T}.Ia пo отнoIIIеIIи}o к пo.
ГprПIIIoстЯм измеpеIIи'I целевoй фyнкuии экстpеtvlzulьнoй системЬI. Aлгoptтгм не тpебует знaчи.



Ю.E. BoCКОБoЙI{ИI{oB. А.Г. XАHI4H

TeЛЬHьгx BЬIчислIlтелЬнЬIx зaтpaт и мoжeT вЬIчI{сJUIть oцеl{I(y гPaДиекгa B pеzlJIьI{oм мaсштaбе
вpeIvIrIIи. К недoстaткirш{ iulгopиТмa сле.цyет oТнrсти тpeбoвaние oгIрe.целeнной глa.цкoсти целr-
вoй фщкtши ЭкстpемaJlьнoй систеMy' a тaюl(e yслoBиr xopoшей allпpoксиIv{aциIo цeлевoй фrп..
ции небoлЬIпиtt{ qислo}{ ЧлеIloB pялa Тейлopa.
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Yu.Е. Voskoboinikov, A.G. Khanin
Rеаlrsiуе аIgorithmfor grаdiеnt еsti|nаting iп thе ехtrernе control Sуste|пs

ln aпiсle tiе rесuпеnt algoгithm of a gradiеnt саlсulation on thо basis of Kаlman filtrг is offеrеd. Тhe modеl of
dщamiс systrm is undеr сonstruсtion on the bаsis of approхimation of сritегion funсtion of eхЕeme sуstеm by finat
numbеr of Тaylor seгiеs' Rеgulаr and statistiсаl епors of a gradiеnt еstirhation шe invеstigatеd. Тhе madе сomputing
ехpеrimеnt has shown a hiф noisе sиbility of offсrеd algorithm of gтadiеnt сalсulation.

Kеу words: extrеme сontгol systеm, gradiсnt сalсulatioц rесuгsivе algorithm, Kalmaл filtег.


